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НРЕДИСЛОВТЕ. 


Въ предлагеенонъ вуреф варащоннаго ипсчисненя преобразо- 
заня вЪ варащи опредёленнаго интеграла изложены съ надле- 
лежащею общностью принфнительно къ тому случаю, когда цодъ 
внакомъ $ кром$ перемфнвыхь независимыхь и ихъ функц, обра- 
щающихь интегразть въ шахшаши пли шипит, входаять нроиз— 
водных этахъ фувищИ только перваго порядка. При таномъ изло- 
жен теоретическая чаеть нашего курса, вызгрывая въ проетоть, 
нисколько не тереть въ общности, такъ какъ вара опредф- 
лениаго интеграла, котораго подъивтегральная функц, кромв пе- 
ренънныхь независимыхь и ихъ функц, водержить производных 
Этихь функщй какого угодно порядка, приводатся къ варащи та- 
вого опредъленваго интеграла, въ которомъ подъ знавомъ А вромё 
перен нныхь независимыхь и ихъ фуньцИ, входять проязводныя 
этяхъ фувеци только перваго порядка. Приведене такое какъ 
показано въ статьБ нашей *), помфщенной въ ХУ том Матема- 
тяческаго Сборника, проазводитея весьма просто поередствомъ 
метода =), который даль Гермавеый Геометръ Езебшь, показавъ 


*) О преобразованяхь въ зараци опредфлениаго интеграла (ХУ томь 
Матеватическаго Сборника, изхаваемаго Моевовскинь Матоматаческимь 0б- 
ществомъ при Московевомъ Университет). 

=) Этоть методь въ озваченной отатьф нашей называется методомь вро- 
азвохьнаго иножители, тавъ какъ я не могь еще съ тозвостью звать, быгь 
зи онъ 5Фыъ употребаяень прежде Елебша, но теперь сколько ин% извЪстно 
фтоть методъ дань Кдебшежь и потому, какь мн# кажетея, холжевъ быть 
пазвану. монодомь: Блабша, . 
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въ одномъ изъ свопхъ мемузровь о второй варащи опредфлен“- 
наго интеграла, въ чемъ состоитъ этоть методт. Если при вывод 
формулы первой варащи опредъаеннаго интеграла методь Клебща 
доставаяеть удобство въ вычислевш, то дя вывода формулъ вто- 
рой варещи опредфяеннаго нитеграла методъ этоть положительно 
необходямъ. Рьшеше зопрос& объ опредфаени знака второй ва- 
рву опредВленнаго ивтеграла считается извфетнымь, если для 
Этого ршеня требуется изезбдоване второй варащы простато 
ввтеграла, котораго подъивтегразьная функщя содержитъ только 
олву ясконую фувищио в ея провзводную хакого угодно порздка. 
С$ увеличешень же числа искомыхь функц прв увезичени по- 
радка ихъ пронзводвыхь въ изслёхован:н второй варадш опре- 
дбавннаго ввтеграла ъозрастають там затруднен, что 01006% 
въ общемъ видё объ опредфлени знака второй варащи ле толькб 
инотовратиаго, но я простаго ‘интеграла представляется нё раз: 
решимымь  безъ особато ‘према, необходнмаго для сокращен 
вычислеша; этоть пр1емъ и есть методъ Клебша, тавф какъ помощю 
этого метода вопрось вЪ самомъ общемъ вид объ опредВленя 
знака второй вартащи какъ простаго, такъ и хногократнаго инте- 
трала приводится къ изолфдованио второй варащи такого опре 
дФленнаго интеграла, котораго подъинтеграяьная функшя ©0- 
держить производныя яекомыхъ функц только перваго норядев; 
& такое изеддоваше въ настозщее время считается извфетнымь 
и сзужить къ опредёленНо не только знака второй варгани опрё- 
дфленнаго интеграла, но и ‘предфзовъ его, между которыми‘ его 
вторая зар!ащя эмфеть конечную величину, что необходимо для 
того, чтобы было возможно опредблить: имфетъ ля дЪйствительно 
интеёгразь шахпиит или шийшаш чежду его предфлами. 

Этотъ методъ Клебша, какъ сказано, предложен ймъ въ одномъ 
изъ его менуаровъ о второй вар!ащи опредёдениаго интеграла. 
Эти мемузры  Клебша содержать обобщеше Якобеза способа, 
стужащаго для изслфдовавя второй вараци опредфленнаго инте 
трала, что в будеть указано въ посафдующемь враткомъ обзор® 
тЬхь сочинемй по вар!ащюнному вечислению, лредметь которыхь 
воставляеть дальнЪйшее развите этого исчисления, 

Первав задача, относящаяся къ вопросу о шшшино опредфлен 
ваго интеграла, принадлежать Ньютону и состоитъ эъ онредфле- 
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ви кривой, которам, врешалеь окозо прямой, какь около осн, 
образовала бы такую поверхность, чтобы она испытывала наимень- 
шее сопротивлеше, двигаясь параллельно оси въ жидкости, окз- 
зывающей сопротивлене, пропорщональное квадрату скорости; Нью- 
тонъ рёшцль эту задачу въ свонхъ знамеввтыхь Релеф!а Маве- 
зрайса РЫЙозорШае пзфига в, скрывъ путь, цо которому дошель 
до рЬшешя. 
. На вопросы о шахиицю и шшилаш Математики обратили вни- 
мане только тогда, когда Тозннъ Бервули въ 1696 году въ Лези- 
цигскихь Актахъ (Асёа егидИбгаш) объявить о ргоШеша поуши, 
88 зошИонеш сиуаз мафешайе! шуйзыйиг. Эту задачу, какъ изв - 
ство, составзяль вопросъ о БрахистохронЪ, требующей опред$- 
лен1я такой кривой, по.которой матеральная точка, двигаяеь под® 
дВИствемь силы тяжести, прошла бы въ наименьшее зреия. | 
БеворЪ потомъ къ услошю шахнийш изи шимшими приеоеди- 
вали другое. усзоше;: требовали, чтобы искомая ьривая быль дан- 
ной давны, отъ чего получили назван изопериметрическахх вор» 
ровы, въ которыхъ усзоше длины было занфнено боле общемь 
слошемъ. Первая задача, относящазея къ вопросу объ относя; 
зельномъ шахпицш, обралившая на себя внимаше по спору 
братъевь Беркули, бьмз: предложена Яковомъ Бераули. в, каёЪ 
извфетно, состоять иътомъ, чтобы изъ вобхь кривыхь, ныбюжихь 
данную дзину между данными предфлами, опредфявть ту, которой 
ллощедь была бы наибольшая, Ивавт Бернули безуспбшно яекзяъ 
удовлетворительнаго ршев, не усматривая сущеетвеннаго раз- 
дича между вопросами объ абсолютномъ и относительномъ Шаха: 
шош зло пумишио, Яков Бервулн показаль это различе, напеча- 
танъ свое ршене въ Лейпцигскихь актахь подъ загланемь; Ада]уз8 
дави ргоМешаыз {зореглеы1ет. Премы, предложенные братьями 
Бернузи, Тайзоромъ, Маклореномъ и другами были усовершевство- 
ваны Эйлеронь въ УТ и УЦ томахь менуаровь Цетербургской 
Аввдемн Наукъ, перваго изданя. Въ своемъ знаменитомъ сочи» 
нены: «Мелодия шуешев@! Бпеаз сигуаз шахши пуп ое ргор- 
ление сапдешев зе зошёо ргоШешайв {ворегипейте! шп 1айввнио 
зепви ассерё» Эйжерь даль епособъ рёшеня вопроса объ изо- 
периметрахь, обобщаль премы дзя рёшешя вопроса какъ 96 
эбеолютномь, такъ в объ относительномь шахшиий или шва 
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проетаго опредёленнаго интеграла между двумя постояввыми дая- 
ными предёлами, не разематривая того случая, когда предёля’ 
интеграяа перемфнные, & относя &Ъ этомъ слуззФ вопросъ къ 
обыкновенному дифферентйальному печиеленю. Такъ какъ реше” 
а вбликаго Геометра основаны отчасти на зналитическихь, от- 
частя на. геометрическихь соображенхъ, то премы, имЪ данные 
не на столько общи, чтобы посредствомъ нихъ можно было бы р5- 
Шать всякую задачу отноентельно шахниам" или штаны опре- 
дАленнаго интеграла. 

Лагранжъ первый дать чисто авалитичесьй методь рашевя 
вопроса о шахниам или шили спредфленнаго интеграла и ме- 
тожъ этоть обизродоваль въ своемъ мемуарВ: Езза] @’ипе пооуеПе 
зпеове родг Чебетимиег 1ез шахНох её 1ез тниша 408 Фоглиёв 
пубатыев (Мшвее!. 50е. Топгш. Т. Ц, алло 1760—1762). Но 
прежде того, имевно въ 1755 году Льтраниь сообщить о своенъ 
открыми Эйлеру, который оставихь свой прежий методь и даль 
‘методу Лагравжа назван зарацюннаго исчиеленя, которое с0- 
Хранихось нёвсегда за этниъ вычисзешемъ. Посл того Эйлерь 
самъ сдфлалея” истоякователемъ варящениаго исчислен; въ ме- 
хуар5: Апа|убёа ехрНсаНо шефо04! шахипотат ©ф штивогаю (№091 
сотшегеатИ Асадешае Регороапае. 'Т. Х) в въ своемъ инте- 
гразьномъ исчислени (пэёбайюпез сёсиН пестаез. Т. ПГ) помо- 
зию заращоннаго вычиеленя вывезь услове пнтегрируемости 
дифференщальвыхь фувкий. Наконець въ сноемъ мемуар «Ме о- 
биз лота её 14613 саюшаш уачаНотию бгасбараЪ (Мо? сошшеп- 
Зати Асадешае з4епйагии РегорбШеапае. Т. ХУТ, а. 1771) Эйлеръ 
даль новый ‘способъ вычислешя ‘зараци, освовавный на назалахь 
дифферевщальнаго анализа. Въ 29-й лекщи ‘изветнаго созиненя 
Лаграняа: ОБсо! дев фопеНопь, ототь зезиый Геометрь изложилъ 
зараоннфе исчислен!е по способу Эйлера. Способъ Эйлера нифетъ 
преимущеётво предъ способомъ Лагранжа, какЪ въ простотв изложе- 
ва, такъ.и въ томъ, что приводить варгащоннов кочисдене къ нача- 
лань дифференщальнаго анализа. На этомъ бсъозани въ нашенъ 
Еуреь, как ъ больнинствВ куреовъ настоящего времена, варащн- 
ное исчислене излагается по способу Эйлера; причемъ въ перныхь 
хрехь $5-хъ первой главы будеть доказано также, что Эйлерово 
опредёлеше уефчениой заращи приводвтся къ опредбленно ея 
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Лагранжемъ. Въ теорш’ наибольшихь и ндименьшихь везичинъ 
опредвленныхь ‘интеграховъ, оснозавной н8 началахь варащюн- 
наго яечиеленя, положенныхь Лагранжемъ, послБдовало дазьнфй- 
шее развитие! съ того времени, какь Лагранжъ въ ‘своей Анали- 
тической Механик сдзлаль извфетнымъ способъ рёшаль вопросъ 
объ относительном шахиипи или пшйпаш въ томъ общемъ слу- 
чаф, когда фувкщи обращаютыя интегражь въ Шахииат зли пу! 
ии должны удовлетворять дифференщальнымь уравненымъ, с0- 
держащимъ перех®иныя незавасвыыя, ихъ функщи и производвыя 
этихъ функц! —при условш, что этв дифферентальныя уравне- 
ва могуть быть дифференцяруены по характериствВ $. Велный 
Геометръ даль свой способъ безъ доказательства; въ 8-мь 8-6 
третьей главы будеть дано доказательство способа Лаграижа. 

Вар!ацонное  исчислеше въ томь вихф, какъ оно вышло изъ 
рукъ двухь великихь Геометровь, предстаялало законченный спо- 
$06ъ находить варащю простаго интеграла и изъ приравниваня 
61 нулю находить какъ неопредёленное дифференщальное уравне- 
18 (1п@ейе), такъ и ураввеня предфльныя. Эйзеромв и Лаграя- 
жемъ начала варацоннаго исчисления были приложены также къ 
выводу варащи двойнаго интеграла такого только, котораго пре- 
ДЁлы даны. Гауссь нашехь варацию частныхь производныхь фун- 
хи о двунъ перомфнныхь независамыхь мутёмт геометрическимъ, 
зрезъ изыснаш@ варащи хифференщальнаго элемента кривой по- 
зерхноети въ Соштешаопев. Зосев Из Ведае Заепизгат бана 
сета. 1829), Въ 1833 году въ своемъ мемуар: «Вог 1е са] 
йе уапаботз (Мётотез 4е РАсадеше Воуше Т. ХП). Пуассонъ 
дазь осповаиный на принцииахь Лагранжа аналетическй способъ 
ваходить вареную двойнаго интеграла и изъ приравниваня ея 
нулю зыводеть какъ неопредфленное дифференциальное уравнеше 
такъ и предфльных уравнешя *). Въ томь же мемуар своемъ 
фравцузскй Геометрь вывель выражеше въ ковечномъ вид дла 
ивтеграза дифференщальной функщи, удовлетворяющей условю 
интегреруемости, 


^ *) Хотя первый мемуаръ Пуассона относятся еще къ 1816 году, по мы 
отравичизись указашемь только одного, кавъ такого, который составлзеть 
полный трудъ Пауесова по варвщюнному вочнслевио. 
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Въ 1835 году въ мемуар своемъ: «Ват 1е5 узизоиа без уме- 
стыев  шинциез. (Мёшонез 4е ГРАсаепие 4е..56. РезетеКорге "Зе- 
ге: УТ. Т, 1. 1835). М, В.. Остроградсв даль извёствую, прдъ 
ето именемт. формулу, опредВдающую варацю мнотократнаго инте 
трала; причемъ поквдадь, зто введеше вспомогательныхь перемфн- 
выхь, къ воторымь прибфгаеть Пузссонъ, при выводв варацй 
застныхь производныхь фунвдШ о двухъ перенфнныхь незавией» 
мыхъ, соверменно изаншне п объяснижь. также, оть чего про- 
изошаа допущенная ЭЁлеромъ неточность въ выводв вараци 
частныхь производныхь функцй о двух» перемфнвыхь независи- 
мыхъ. Въ мемуарё нашего Геометра показаны также тё. преоб- 
разовая, кая нужно сдфлать въ варащи многократнаго жвтеч 
трало, чтобы привести его къ виду, удобному дзя приложеня, ел 
хъ рёшеншо вопроса относитальво шахподи. изя толи. 

Въ 1840 году Парижскою Академею Наугь быль предложены 
вопросъ: Ттоцуег 15 6диз@отз апх Шийев ие Гор 40 уотаге 
анх бчиаботв шейке, роиг 6 гивег. сотр! етен, 103 шаха 
© 13 шниа 408 ПИботаюз шо! рев». На конкуреъь по этому воп- 
расу Саррюсомъ быль представлень Парижской Акьдещи наукь 
менуаръ: «Веспеговез виг 1е саеи\ её увгаНопв», за который 
Саррюсъ получиль прешю и который былъ напечатань въ Х томф 
Мешотез ргёзетё6з раг уега затанвз & ГАсафене 4е5 зсепеез 
{1848). Этоть менуаръ, соглаено съ тою цию, съ которою быль 
напечатан, содержитъ въ себф формулы дая преобразован! двухь 
родовъ: преобразовашя перваго рода состоять въ томъ, чтобы в% 
функции, ваходящейея кодъ знаком ] вв заращи интеграла от- 
Абаать, скозьые возможно, такую часть, которая представлала бы 
вунку производныхь по перемфинымъ интегрирован; втораго 
рода преобразованя служать къ тому, чтобы къ (#—1} кратному 
янтегралу привести такой $иратный интегралъ, которато подъинте- 
гральнаи функшя представляеть сумыу частныхь производныхь, 
вватыхь во перемфинымь интегрирована и содержащихь варащи 
или перемфнныхь интегрирован или исконыхъ функц. Метод, 
до которому Саррюсь производить преобразовавя перваго рода, 
состоять въ интегрировани по застамъ и обывновенно употреб- 
дался до него, 
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Предложенный же Сзррюсомь методь преобразована втораго 
рода—оть метода, прежде употребяявшагося. хан той ме цфли,->— 
отличнется, тВыъ, что основанъ на дифференцерованш. опредвлен- 
наго пнтеграла по произвольному параметру; велфдстые зего мо- 
жеть быть призожныь и ЕЪ тому ежочаю, когда предбзы вите- 
трала не подчинены условно удовлетворять уравневю Д=0, тд Ё 
всть функц ‘перенфиныхь интегрировавя. Но`Саррюеъ въ свой 
формузы для преобразован втораго рода вводить члены, которые 
не: домЕйы входить въ формулы, служаш!е для приведены $ крат- 
нато’ опредфленнаго интеграла къ ($—1) — кратвому интеграду, 
такь какъ эти члены, аназогачные съ членами, находнщиниея во 
второй части равенства [(29), 3-й 6 второй главы], выражаются 
@—1) кратными опредфленвыки нытеградамв; содержащими, подъ 
знакомъ | так я предёльныя звачен!а варащи, въ которыя выфетё 
<ъ 2, входять (7—2) перемфиныхъ ивтегрировав изъ (#—1) осталь: 
ныхъ,? а таща предёльныя зкачен!я варец ве могумь быть ваз 
`ращямв предфльныхь значешй пережфнныхь нитегрировавя или 
вхъ функц пря предфлахъ $ кратваго опредфленнаго нитеграза, 
пря которыхъ, какъ показано въ 3-мъ $ второй главы, зарац 
нредёльныхь значен! перен$ивыхь интегрирован или вхъ фувк- 
ЦИ не могутъ заключать ВЪ себЪ. вереыфнной 2. ’Гаквмъ обра 
зонъ. формулу; служащуюлья приведежя $ кратнаго опредёленнаго 
интеграза ‘къ`(#—1) кразному нитогралу мы’ получныь изъ ра» 
венства, къ которому приводатъ дифференцироване опредёленнаго 
ввтеграла во произвольнеиу параметру, есзи въ этомъ равенетв® 
воключиыь ‘Чаены, аназогочные съ тёми, которые находятся во 
зторой части 'равенства [(29), 5-й $ второй главы], положизЪ рав- 
вымъ нулю каждое такое предфльное значеве варацщи, въ кото- 
рое выфетВ съ 2; входатъ ($—2) перекфнныхь интегрирован изъ 
{{—1) остальныхь. Такое положеше всегда возможно: ташъ, если, 
озвачивь чрезх 6 варацю какого нубудь изъ перемфиныхь ннте- 
трированя пли варацю ихъ функц, иредставимъ. 6 въ такой форыЪ, 


бд), я), Иса.) 


тдБ чрезь $ означена совершенно проязвольная функща оть пе- 
ремвнныхЪ интегрирован!я 2, ...%., 8 ЗрезЪ 2, №... Ра и 
означены соотвФтетвенно предфльныя значеня х,...й, .. Пред- 


_х-— 


ставленияя въ такой форм вар!атия 6, обладаеть общиоетью, 'Ва- 
зую должна иыёть варацы каждой изъ перемфнаыхь интегриро- 
заня пли ихъ фувкий при предфазхь $. кратнаго: опредёленнаго 
интеграла. 

Велвастые же сложныхъ вкладов, которыя, составляя предметъ: 
первой главы мемуар» Саррюса, содержать развице различных» 
свойствъ эведенныхь ‘ныт двухъ энаковъ и которыя Саррюсъ полагаз 
оть въ ословаше вывода своихъ формуль служащихь дла вышеука> 
занныхь преобраловавЙ и’ составляющихь предметь. 2-й, 3 Йв 4-й 
тазвъ, его мемуаръ обхадаеть такимъ. неханизмомт; въ которонь 
скрывается сущность вызислены, такъ что изучающий варацтовное 
вычислене по мемуару Саррюса будеть въ затрудвеви. убвоить 
себ методь этого. вычислена, —твыъ бозфе, что Саррюсь. ваыь, 
дфлаеть ошибку при рЬшеня первой изъ тАхъ трехъ задать, коз 
торыя тозько: и помфщевы въ его мемуар, в составаяють нред- 
меть его ‘посафдней пятой главы, Эта задача такая: «ФеПе реиё 

. бке 18 зитасе; Чи, 3008; пе 6&епдие зарегйфеНе дозлбе, гешег- 
ше |0 ров втавб уооте?. Ошибка Саррюса, какъ. доказано нами 
въ ХГУ. томв  Математическаго Сборника, получилаеь везбдетне 
зеправильнаго прамёвевя способа Эйлера къ решеню цатиро- 
вавной задачи; выфетв съ тёыъ ивии повазано также, что при 
правильноиъ примфневн епособа Эйхера къ задач, Саррюсь, 
сяЪдуя своныъ формуламъ, выбсто предфльчыхь ураннони 


(9—2) -=:/ 4). т 
УР" УНр-РУтну 


РА : 
и Ра РА 
1 
лев 7 т. 


хозженъ. быль бы получить. така 


Е ау Е ау 
Дате я [= 
*) о емарь Свррюса, Сабинина, Издаве Московекаго Математичесваго 


Общества, состоящаго пря Императорсвомъ Московевонь ® Увоверовтот$. Ма- 
тематическ!й `Сборнинт. Т. ХТУ, 


— 57 — 


2 2: 
[№ = ] р=0 
Каждое изъ посяёднихь двухъ уравнев иметь иЪето въ том 
а 


#& и, . 
только иебключительномь случа, когда &=® яз = 1, тогда 
: раз ы . 9 
въ этимъ двумъ уравиен!ямъ приводятся уравненя | (в Е) =0 

э .. 


з 
в 3 
и > #)- 9. Но изъ фориулъ Саррюса, въ которыя, как ска- 


зано, онъ вводит® члены, аналогичные съ членами, находящимися во 
второй части равенства [(29), 3-й $ второй главы], вытекаеть тоть 

1 
помер вЫводь, что ‘каждое изъ уравненй = 2=0 | р=0 


необходимо имфеть м\сто веегда вифетв съ каждымъ изъ уравнешй 
У а Ка ь 
а = 
Сь такою. точно ошибкой; какая: бызв. славна Саррюсоыъ, р}- 
шена. быза:цитированаяя задача Музньо и-Линделевымъ, соста- 
вителями, по менуару Саррюеа, курса варащюннаго исчислены 
подъ заглашемь «Гесоив 4е сыей! дев узпаНотз», Пользуясь 
формулами Саррюса при р5шенш вопроса, отнасящагося къ ша- 
хнпвцк иля. шюйиию опредёленнаго интеграла, Музньо я Лянде- 
дев. въ 8 66, 67, 69, 70, 74 и 7Б своего курса форнулируютъ 
‚ зыводъ, ‘который, какь сейчась сказано, вытекаеть изъ ханныхь 
Саррюсомъ формуль для преобразовавйЙ втораго рода. Тавъ какъ 
форыуяеровка вывода въ какомъ нибудь одномъ изъ этихъ шести 
$6-въ, въ сущности точно такая же, какъь во веякомъ другомъ, то 
‘достаточно: ограничиться дословвымъ приведещемъ одной только 
яой, которая находится въ 67-иъ $ курса в состоитъ-въ сяфдующенъ: 
Тев фозёге егиега 4егшев де 23 @1врагавзеле зуес 105 тааЦолз 
Фа; 2, бу» 39, ЧЁ во0ё пиШез её [08 6даабоиа (3) 


сезвее Фауст Пеи, Тез бапаНопз зах Шийез ве гбда1зете а югз ай 
зуёше . | . 
у а ЕЙ р 2 ый 
у — = = 
Дов одетвуьв-р-ь в 


ой № 18 `соп@ оп 


| 94#—Рау=0 ` {4) 

Ч д0й зибевег роог 605 1ез роййз @й соот шие 6 а в 
аиеПе 1ев Ченх Фопейо05 агЬИгалев боуещ вайзйыте. Ог, рог 
Ч6етидег сотр ешепе ‚сеё опс#орз, ! заб фе деих бапаНолв, 
1148 чае 1а` сопё ор (4) гергёвеще, сошше. оп Ра уй, маш 
Я’бацаноня Фабтевев Чи’ рае с0168 ом де сошефев @Негелез 4808 
1е сопоит Ншйе. П еп тезице де 8 ]е8 сб4ёз тесИ\етез АВ,СР 
пе зопё раз пи оп пЙеих, дие М’ бан 1а бошрозйюй 4и сот 
400г оне Й епёге р№юз 4е 4епх соигВез аюёисев, 1е ргоЫёше 
п’аога рав йе зоюбов, » шотелощеюв ан п’аййуе абоещее- 
шепё дас 105 Гогтез 4ез юпебопз агЬИтатез д сопуеплелё & 
Фепх 4е сев сопгЬез:сопеппеш ‘еп шёше фещрз & бощез 18 аафгев, 
Изъ приведеннаго нами 67-го 6 курса Музньо и Лянделела оче: 
видна незфрвость ихъ вывода; изложеннаго “въ овылютьказанныхь 
шееств $$-хъ нхъ курси. Въ частномь случа невбрнобть таго’ вы> 
вода обнаруживнется саиа:6обок: въ днухь задачвхь, ‘заходащихеа 
3$ нашенъ курс подъь №№ 25 и 28 предбленый контуръь АВА, В, 
а площадь котораго распространяется двойной ивтеграль, кото- 
‘раго шитит: опредёляетоз, какъ въ задачЪ педь № 25, такъ и 
вЪ задачь 28,--состоатъ изъ четырехь разхичныхь сторон так же, 
ваЕЪ и тоть контуръ АВСР, который въ 67-мъ & своего курсё при- 
водять Мувньо и Ланделевъ для`ероего` выводах поэтому, если это 
ихъ выводь быль бы вёренъ, то, какъ въ захачв поль № 25 такъ и въ 
задач подъ № 28, предфльное уравненю тёвое, взкъ (4) должно быго 

У: 
бы раззагатьея на баБдуюрия четыре ураввени; (==) =0 


—хш -— 


Е р ы ка , . ОИ 
Де) =, [в=. ° [= между зфыз о какь и решено 
задачи поль № 25`и рёшешю задачи поль № 98 | зоваотворииить 


Ро 
хозько два побны уравнена | (- #)= =0 7 (=> #)- =0, 
й т, 2: 
др. же`два уравненя /р=0и / р= 0, не юн мета. 


`Вь аа году, прежде нежеди пбявилея въ печаии ышеозна- 
зенный мемуарь Оаррюса: въ 3-м тон Еее &Аца1узе ав 
Р®аучаие ма Вешай ие быль напезатань ‚мемуаръ Еоши «бог ю 
©]сй] дез уамаНом8» Въ этомъ мемуарь Коши даеть такое опре- 
хВлеше варащи: (опр. 50). «Гогацие развита Чаво ба её Гопс- 
Нопз сраокете зйпиапешере де уз]епгв е{ де опебопз, —Че0тз а- 
аопз зе гёфизель № де поптеПез ЧизпЫвёе, её & Фе попуеЦев 
ЗопсН ол, 4018 1ез таурогёз 5008 бдапх апх бшНев ея гарог(5 ее 
1ев ассговзетет: шбошлет рей её соггевропдалз дев 908141468 
6 дез Товебопз ргорозвез». Это опредьлеше варащи выводится 
изъ Эйлерова опредфлене зараци. Въ самомъ дфзб, если зар 
дю функц 2 означинь чрезъ &, то, по Эйзерову опредёленю, 
варатя $8 ‚айхотен, если рзявъ Вместо 2 бовершенио провзволь- 
ную фудюцю, содержащую выфетё съ другния колизестваия про- 
яввольное постоянное $, вепрерывную и обращающуюся въ 2 при 
$=04, ти 7, по $ и положиыЪ $ = 4 вЪ пролз- 


ров и, .9.. 42 = Ди Е . Положим» теперь, что # 


ВЗодить 5$ Й; нёсявно, а находясь лишь только въ разноети Г, 

зъ которой 7; совершено произвольная фувищя отъ $ непре- 

рывная и иря {== а дёлается разной & которая уже не со- 

держать +. По Эйзерову опредфлешю, ЕВЕь порту $8 равна: 
4—4 

8 = | А такъ и варациы сё равна: и яди, какъ ф6=5 Тит 


& 
. . ат, 87, = ат, 
завъ и 0 Фи -. 1. о = Я 


47. 
& 


в потому ий 


Що — 


и Тат ей } откуда оу зто изъ Эйлерова продает 
варащв зыродитея равенетво 5 = и, представяяющее собою 


математическое выражен превыевы зараци, которое даль Коши 
15 своем мемуар® «Зиг 1е сасш 4ев уаМаНюнв» Въ этомъ це- 
муар Коши ограничился только тёмт“что, согласно своему опре- 
дблению варащи, изложил епособъ ед, вычиеден я. и даль формулы 
для ез преобразована; формулы Коши въ сущноети тождественны 
въ формуламя 'Оёррюса; приложен же, этихь форта Е® ре. 
Но” вопроса, относительно шаха я ош ‘ой Бленнаго 
фнтеграла, Коша отложиль до другьго мемуёра, появае: Вотораго 
зъ свть бызо бы неббходамо, такъ какь пря той побтановкй, 
воторую даль Коти зарадюнабиу исчислению, вмъ доджно бы 
бы быфь дазо увазане, `цакь го фориуиы слфруеть прилагать ры 
„Фшенно вопроей относительно пажашим изн шийшиш опредънене 
наго’ интеграла; 30, ЕЪ ‘сожатвыйю, этоть ‘эторой мемуаръ Копи 
ие быль нашечвтаих. 

3 Еще прежде’ Коши, иЪкоторые Геометры: Крель (УегзисВ ешег 
ЭВеЪтавовеп ПагэеПиое ег Веспииис пыё убтАпдегНсней @гёз- 
вби. ` Сойшвеп. 1813. бейе 527 776). Диржоени. (Апафумвей® 
агзбоПолр ‘@ег 'Уднафойвгеебтийе п Апутенаис Чегзееп за 
@е ВезИттатиие @ег Огбовиен ид Кешаеёи. Вег/. 1823) н Ом 
Тв Гевте‘уош @тбвенопа КДеуфеи: "Вей, 182 предложиай 
зажльй" свбе“опредфлене варащи` п `п0’енобобу, "НВ вешь 66807 
занвому, иззожели варащонвее, печаслещя но въ изложеви ва- 
ащовнаго мочиблен!а, какъ по споеббуэтизк Гебметровь, ‘тай 
и по способу. Коши ифть такой яеностн и простоты, иакъ въ изло- 
кенш варащоннато исчислев!а по способу Эйзера. 

Въ первыхь прихоженахь варащоннаго иечнелеше тъ реше 
ню вовросовъ относительно пвахираш иди зору опредёлек- 
наго интеграла Лагравжъ и Эйлерь не принимали во внинане 
Уеловй, которыми разайиаются щахирь и шшува. Лаллась-Ъ Моуа 
зева егобйюмии (1779) и Ленавдрь эъ Мёшонез 4е РАсаабще 
4е5 Беепесв 4е Рак (1786) ` ‘нервыё обратизе вниманше Геомет- 
ровъ ив усзоня, служащы въ различению шахила и пнпиа опре- 
дёленныхь ивтеграловь. Относятельно найденвыхь Левандромъ. 


ху — 


этличичельныхь признаковь шахииии и пиюниии опредбленныхь 
вн\егралозъ, —Лаграниъ въ ТЬбоме дез’ опеНопв алау ее (Ра- 
18 1815) замВталь, что Лежандровы ‘призизкю подвержены взыь- 
етнымъ ограпичевымь я дБибтвительвы тольхо в особенныхь 
хлучзяхт. Въ 17 томф журнала Креля въ мемуар своем: «7 
Тнеоне. 4ег `Уаг/абопзгестанЕ пп@ 4ег О№егепба ЛегоВавоел» 
знаменитый `Якоби дашь новый сепоеобъ для различеня шаха 
я люмиюае! ‘простыхь интеграловь; выфющиехь постоянные пре- 
зы # еодержащихь одну только. искомую функцио, которой ире- 
дВавныя значеня даны; но везный Геометръ не даль доказатель- 
ства. своего сповеба;. поэтому Бертранъ въ 28-й тетради журнала 
Политехнической Шкозы, Делоне. в. Лебекь въ УТ томф Матема- 
тическаго Журнала Л!увиля, Гейне, въ 54 тоиё Журвые Кредя; 
изъ нашихь математиковъ, Мивдингь въ 55 том Журнала Креля 
и Соколову въ сочинеши подъ загазщемь «Изсафдованы вЪкото- 
рыхь предметовъ, относзщихея къ варащонному печисленю»— 
доказали способъ Якоби; Гессь въ 54-мъ томф Журнала Креля 
помощю детерминантозь лаль весьма изящную формузу второй 
варащи простаго интеграла. Въ 55-мъ ‘том Журнала Креля въ 
своемъ менуарь: Оеъег Фе Ведиейор ег гуефен Уамабоп. аи? 
@е сшгаеие Роги» Елебшь обабщиль способъ Якоби, сдваавь 
необходемыя упрощены въ вызнелени . помощно своего метода, 
который, какъ сказано, даеть возможность —елуяай,. когда: подъ 
ЗВАБОМЪ 7 входять производныя какого угодно порядка, привести 
къ тому случаю, когда подъ знакомъ / входать произведныя вско- 
мыхь функц только. шервого порздка. Изложенвый въ этомъ ме- 
муар. „Блабта,. собъ, служа й. къ обобщешю способа 
Якоби, освозанъ ва токомъ, положени: зб частныхь рюишенй из 
впетной систены линейные дифференчиалоныхь уравнений должна 
быть составлена такая система общихь ръшенй, чтобы произ 

п(п—1) 


вольный постоянны, 65 нить влодяийя, удовлетворяли бы тат 


Условнымь уравненямь, есль п есть число искомыть функций. Въ 
55-мъ том Журнала Крезя Елебить напечаталь другой мехуаръ 
подъ заглашемь: «Оефег @юешеев РгоШеше дег Узпайопахесй- 
оиар, зеЮ\е пог еше опаЪНАносе Узпарее оп БаНеп», Въ этомъ 
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мемуар вопросъ о возможност опредфлен каждой изъ М 
произвольныхь постоянныхь чрезъ остёльныя незаввенмыя. иежду 
©0б0ю произвольных постоявныя Елебть разематриваеть посред- 
ствомъ према, состоящаго въ Ффюъ, что .лифферснщальныя урав- 
вены, вытекающе язь приравняваа нулю. варащм проетато’ ивт& 
грала, по аналоги съ изыскавями Гамильтонаи Якоби отвосительно 
механяческой задачи-приводатея къ. дифференщальному урав- 
невно въ частвыхъ произвольныхт, перваго порядка *)..Въ 65 том 


: *)`Соверменио" завой же’ пренъ’приводится вЪ стать прёфебебра Ерма- 
хова, изпечатамной во второмъ. выпуск 16-го тома Математичеснаго. 6бор- 
ника, издаязомаго Мосховекинъ Математичесвямт Обществомт,-подЪ взтха- 
зекъ: „Варащюяное нечнелене вт. новомъ изаожени“. Хотя г. Ермаковъ въ 
Фвоей стать ив лова ше говорить о мемурь Жзобша „Пебог зазешвер Ред. 
еше ег Уз Нопагесфьпов; ‘воно паг еше шоафищире УзмаЫе ей. 
1е1“, во ивзоженный, кабъ было ‘свазаяб, вв отомъ мемуар Шлебиа ого 
пуемь въ сталь г. ризкова служить не только да преобразованйн второй 
заращи, &ЗЕЪ вЪ иемуарв Клебша, но и для ховазательства возможности 
зредотвзять заралровное печислено въ томь зовомь изложен, какое пред“ 
Затаеть г, Ериявовъ. Такое доказательство, скозько миф извфстно, яздагается 
ТбльЕо въ вышеозначенной стать% г. Ермавова: оно настолько не удовлетво- 
раеть требованию матенатичесвкаго вывода, что нв можеть быть допустимо 
въ анализ%, такъ какъ осзовазо на сафдующяхь двух позожевяхь: 

1) Первое положен!е нззатается въ 11 8 ва 395 странииё. „Обозначии» 
> в 
хвафе: (29) 2, ай е- 1,2...5) вт #= И У. Мыпреёдпбзагаемъ, 


« 
<=1 


ато въ т+я уравнений {29) я (27) ее, ни. .)-0, (а=1,3„„яя) 
хезрзя исключить ча--я переыё выть у, У, Усе, ее Вы, (Этн в содер- 
жатея въ уравнеши Рени +кид уф па стр, 394). Но тЬ же переифин. 
Вых могуть быть исключены, ееди мы, прибавииь еще одно ураввене, (37), 
Одалавь это поключеве, получамъ зависимость Ф(х, зн. „У, Я, Я-ей) 


Подотевлай"овза (38) к-2 98. 2 


а: › =, ее 1,2... в), `позучимъ ураввещо 
=. у 20 49 4 
въ частными производными (39) ы ау бе жи а ре = 
Зы ь с» ау, ь ®, 


(Такое же полбжене для частнало случая; когдо подъ знахомъ простато нате- 
трала находитея фуввизя Да, у. У); изложено но 2-ыъ 6 не посяфдней иоло- 
ввиё 371 страницы и из первой позовин® 372 страницы). 
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Журнала Креля въ своемъ менуарв: ‹Вейгаае гиг Твеоше дег 
Улганоп дег ей асвеп Пиеста]е> Липиицщь упроетиль изелвдова- 
ве второй варащи простаго интеграла и рёшехь вопроеъ о воз- 
можности сдблать вышеукаваиное опредВлене произвольныхь по- 
: р {и— 1) 
стоянныхь, давъ преиъ, показывающий, кавъ каждое изъ -——5 

произвозьныхь постоянныхь чрезь остальныя независнныя между 
собою проязвольныя постоянных может» быть опредЁлено съ тёыъ, 
*("—1) 

2 

свой Липшиць пряложиль только къ случаю абсолютнаго шахноца 
ин шина простаго интеграла. Въ мемуарВ своемъ «Перег @1е 
Ктйенеп дег Махипа пай ег Мила 4ег енЁасвен Тобостае, 
вапечатанномь въ 69`томф Журнала Крезя, Майеръ распростра- 
низъ премь Люплица на случай относительнаго шахипит вла 
шипа проетаго интеграла. Въ мемуарё своемы ‹Оефег 4 
хчене Узмайоп уеНаспег Пиеергае»›, напечатаныомь въ 56 томЪ 
Журнала Крела—Клебшь даеть методь изслёдованя второй ва- 
Мащи меогократнаго интеграле, распространиеь на многократ- 
вые ннтегралы способъ Якоби, опубликованный, гакъ сказано, 


чтобы были удовзетворены условвыхъ уравненй, во премъ 


2) Второе положене выражается равенетвами (11) у=п-+ у, р=а-+ар п 
(49) уе-па--вУ Фа а,+ р», (@=152,..9), въ которыхь апа, ностоявныя 
величины, и н п, фувкци от 2, равенства (11) паходатся въ 4-мь 6 на 
377 страпиць, & равенства (49) въ 13-мъ $ ва 402 стравиць, 

Первое положен!е не можеть быть врннасо въ основали: математичесваго _ 
доказательства, тавъ какъ число усгоый, которыми это положене опредф- 
Улется, б026е, чфмъ ‹вольво можеть быть допущено. Дйствительно: усзов, 
которыми опредляется первое положен, заключаются въ уравиенёяжь (27), 
(29), (87) и (38); изъ нижь (27), (29) и (37) опредёдяють (п-+-1) перемфнвыхь 
2 нд 0 2, и пу", поэтому къ уразвещямь (27), (29) и (37) везьзя ири- 
соединять урявиеня (38) безь яредоврлительнию доказательства, что суще- 
ствуезтъ такая фуввщы $, 970 ея частых производныя по л ву, равны тфыъ 
#1, которыя, кахь сказано, опредфанются изъ уравнев!й (27), (29) и (37); 
#0 такого доказательства г. ЕрыАвъ не дает. 

Второе позожене ме зЁрно, что орамо сафдуеть изъ попа о варащи, 57 
изложенваго въ сочиненяхь Эблера и Лагравжа по варещгонному исчислению. 


2 
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этимъ Геомётромъ въ 17 том8 Журнала Креля въ мевуарВ: ‹Йиг 
Тьеоце @ег Узы олзтеснияЕ ип@ 4ег Р/Йеговиаюееваисен»›. 
Въ менуарВ своемъ «Биг в плоде 4е Фзйпеиег ев тажиша её 
1ез шишша без ибетыез а6бщез шар ев», напечатанномъ въ 
ХУ томф Бюджетенъ С.-Цетербургекой Академи Наукъ, я изло- 
жаль методь изелбдовавя второй варащи, отличаюлийся отъ Ле- 
жанлрова метода, которате держался и Клебшь, тфиъ, что оено- 
занъ на праной подетановхф икоторыхъ лилейвыхь выражений 
преизвольныхь колнчествь визсто усфченныхь вара пекомыхь 
фувкшй. Результаты, мною полученные, тождественны съ резуль- 
татами Клебша. Впосафдетыя мною было доказано, что означен- 
ное въ моемъ мемуарЗ выражене чрезь “> (фор. 23), имфеть то 
свойство, что выражене ", чрезё занюу входящияь вз нею ко- 
личествь линейными фунииями отз новытв количеств приводится 
яз такому выражению отв этиихь новыхе количествь, которое тож- 
дественно обращается 5 нуль. Такое свойство выражена " мною 
доказано въ менузрВ «Пече1вррешеюз ав уНчиев ропг зегуг & 
сотр ет 1а 480153101 4е 1а чамайоп зесопфе дез мёотаев дейвез 
ши! р!ез>, напечатанномъ во 2-й серш П тома Бюзлетеня Мате- 
матическихь Наукъ, издаваенаго Дарбу и Гуелемъ, но не съ такою 
обстоятельностью и простотою, какь въ мемуарВ «биг 16 типици 
Фопе иё6ета]6>, напечатанному 20 2-й сери ХУ тома журвала: 
«АплаН 01 Маешайса рога ей аррНса{а >. Доказательство вышеприве- 
деннаго свойства выражен1я У изложенное въ этомъ послЬдиемъ 
мемуар для простаго интеграла, въ куреф безь велкаго затруд- 
неня прилагается къ многократному ивтегралу. ВезБдетые свой- 
ств выражена 9’, окончательная форма второй варащи пряни- 
маеть опредфленную форму, выфет® съ тиф при язсзЪдовав!и эторой 
варащи простаго интеграла ве будетъ необходимости каждое изъ 


#(и-—1)} 
2 


произвольных постоянныхь чрезъ оетальныя независимыя 


между 0б0ю произвозьныя постознныя опредёлять, какъ было 
и—П 


сказано выше, такъ, чтобъ удовлетворить условным» урзв- 


вешямь, межлу т6мъ такое опредфленуе составляеть значительное 
затруднене при изсяфдоваши второй варащи простаго интеграла. 
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Предлагаемый куреъ варацюннаго исчисдешя состойть изъ 
двухь частей. Первая часть—теоретическая, овз содержить изло- 
жене способовъ. находить вашащи функц и рьшать вопросы, 
относницеся въ шзхипаш или мшИти опредфленныхь интегра- 
ловъ, & также ноходить усломя внтегрируемости дифференщаль- 
выхь выражен. 

Хотя вопросы, ртаеные варащюннымь исчислешемъ, приво- 
дятея обыкновенно къ интегрированю дифференщальныхь ураз- 
нев, которое въ большей части случаевь оказываетея венылол- 
нимымъ при современном состозейи анализа, твиъ не менфе тв 
дифференщальныя уравнена, &Ъ которым» пряводатся вопросы, 
ТЪшаемыя варащовномь псчислешемъ, слми по себЪ составляють 
теоретаческое значеще этого псчислещя, такъ какъ тая диффе- 
рентщальныя уравненя должны быть разематриваемы, кавъ выра- 
жев!я теоремъ, доказываемыхь посредетвомъ варащюнааго исчвс- 
лен1я; аналитическая механика представляеть радъ вопросовъ, ко- 
торыхъ рёшены приводятся къ такиюъ дифферентазьнымь урав- 
вещамь. Дан знаменитаго изобрфтателн варащовнаго лечнелены, 
вскорф посл обнародоваюмя ныъ о своемь открыти, геометризе- 
све вопросы, обладающие свойствомъ шахииат пли шили, стала 
предметомъ второстеленнаго интереса; занихаясь усовершенство- 
защемъ ихъ теорш, онъ имфль въ виду ихъ теорш дя своихъ 
взыскан!й въ аналютической механихБ и обноваль эту науку из 
однихь общих начазахь посредствомь вартанюнваго исчислен 
одинъ изъ тлаввфйшихь принципозь въ этой вауЕЪ, ва9аз0 язи- 
меньшаго дЪйстыя было впервые изложепо Лаграпиемь въ ана- 
затической форив при помощи варащоннаго нечислешя. Впро- 
чемъ въ томъ же самомъ значени варащюонное исчиелене обни- 
маетЪ въ своихь призоженахь весьма трудные вопросы Высшей 
Теометрив. 

Вторая чаеть курса — практическая, она состойть изъ 35 за- 
дачь. Въ курсв варвцщюннаго исчислевя имфють сущеетвенное 
значене т задачи, которыя могутъ быть рышевы полнымъ обрё- 
зомъ т. е. тёкъ, чтобы при рёшен каждой задачи разсматрива- 
лось ие только необходимое услоше шахишаш язи шишпаш опре- 
дБленааго нитеграла, но тавже и то усзоше, которымъ опредф- 
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ляется отлише тахниит оть шипит интеграла, такъ какъ изу- 
чающи варагонное ибсзислене можеть составить понаме о ме- 
тодБ этого вычислешя только изъ такихь задачь, которыя имбють 
полное ршеше. На этомъ основан во второй части курса по- 
ыфщены только тЪ задачи, которыя инфютъ позныя рёшеня, тЪ 
же задачи, для которыхъ нфтъ полныхь рфшенМ и которыя между 
тЬмъ имфютЪ теоретическое значене въ раду вопросовь варацон- 
наго исчиелен]я,—помфщены в» первой части курсв; тавихъ за- 
дачъ въ первой части восемь; нЪкоторыя задача, находащяея въ 
другихъ курсахь, по неполнот® пхь рышенй въ нашемъ куреб 
не помбщены. Посябдьйя пять задачь, во второй части курса, от- 
носятел къ вопросу объ витегрируемости дифференальвыхь вы- 
раженй. Въ томъ елучаЪ, когда дифференщальное выражеше 
содержить неопредфленныя фунющи объ одной только перемфи- 
вой независимой, вопросъ объ ивтегрируемости дафференщаль- 
выхъ выражен рфшается вполн$®; въ этомъ случа варацюнное 
печислене не только приводить къ весьма простону выводу не- 
обходимыхь и достаточныхь уеловй интегрируемости, но п даетъ 
способъ для интегрирован хифферениальныхь выражений, удов- 
зетворающихь услоше интегрируемости. На этомъ оспозави въ 
вашенъ куреб пзложевъ вопросъ объ ивтегрируемости дифферен- 
щальвыхь выражешй, содержащихъ неопредълепных фувкщи объ 
одной только перемфнной независимой, но не дано мЗето этому 
вопросу въ боле общемъ случа, именно когда дифференщаль- 
вое выражеве содержать веспредЪневния фувищи о двух и бо- 
лъе перемфнинхь незавиевмыхь, такъ какъ вопросъ объ внтегря- 
руемости въ общем случаВ еще не разработань окончательно. 
Вопросъ объ иятегрируемости дифференщальныхь выражен, со- 
держащихь неопредЪленныя функщи объ одной перемфиной ве- 
зависимой, мы сочли необходамымь изложить по вышеозначенному 
мемуару Пузсеона такъ, чтобы по возможности сохравить самую 
форну изложешя этого Геометра; велбдетые чего въ нашемъ 
вурсь, на основаны фориуль, выражающихь варащи простато 
интеграла, въ которомъ нодъ знакомъ |, кромф перемфнной незави- 
симой в ея фулкщй, входатЪ производных этахь функц только пер- 
ваго порадка, поередствомъ указавнаго вначал метода Клебша, 
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выводится вар!ащя простаго интеграла, котораго подъантеграль- 
взя функц, кромф перемфнкой независимой и ея фунещй, содер- 
жать. производныя этихь функш какого угодно порядка. 

При выбор задачь я пользовался слфдующими сочиневяме; 

Мефойиз шуешеп4! пез едтуа8 шах шуаиие ргорнеие 
гзойетеев, те вошЫо ргоешайв 1зорегипенле! ш ]айз5пио зева 
аесеры (Г. Ещег 1.080088 её бепеае. 1744). А еетешагу ‘геа- 
ве ош фе сещив о7 УапаНопз (Ву Чейе№ ФаЪИт 1850). Ве- 
зеагснез ше сыепаз оГ узиаНопе (Ву. 5. Тоёвищег, 1876). 

Въ завключене считаешь веобходинииъ предувдонить чятатезя 
© томъ, что въ концб теоретвческой части нашего курса помф- 
щены четыре прибаваев]я въ виду того, что по утвержденной 
Министерствомъ Народваго Проевщешя программ® даа испыта- 
в въ физико-математичеекой воммисси цо отдфлению математи- 
ческихъ наукъ курсь варанцюннаго иечистев!я ограначивается при- 
ложежемъ этого исчиезевя къ вопросамъ, относящимся къ тахшииа 
ван ишишит только простыхъ интеграховъ и рётаенымъ на осно- 
ваши одного только необходимаго условя шахииши или шиииот 
опредзленнаго интеграла. При сдЁланныхь нами четырехь при- 
бавленяхь, такой ограваченный курст вартащониаго исчисленя 
содержится въ отдфльной и свмостоятельной части нашего курса, 
которую составляють: во 1-хъ, въ первой чветв курса — 1-й и 
2-й 88 первой главы и первое прибавлене, 2-8 $ второй тлавы, 
второе, третье и четвертое прибаваен!я, 5-й, 6-й, 8-Й и 10-8 $5 
третьей главы; во 2-хъ, во второй части курса задачи, изкода- 
пиеся въ нервомъ отдфл второй чвети. Каждая изъ этихъ задачь 
состоять изъ двухь отдёльныхь частей; первая часть оспована на 
раземотрёнш кеобходимаго усломя шахилиш или пфароаш опре- 
дЁленнаго янтеграла, вторая часть осповава на опредфлеши звзка 
второй вараци опредбленвато ‘простаго интеграла. Тому, кто, 
остановясь на чтеши одного только ограниченнаго программой 
курса варащоннаго исчиелетял, не пожезаль бы довольствоваться 
одною только первою частыо каждой изъ задачъ перваго отдЪла 
второй части, не представится никакого затрудненя вывести вто- 
рую зартащю простаго интеграла, въ которомъ подъ знакомъ 1 
входять кромЪ перембнной независяной ин ея фувкщй произ- 
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водный этихь функЦИ только перваго порадка: для этого етопть 
только сдфзать дословиое принфиеве къ простому интегразу фор- 
муль 1-го $ четвертой главы; велфдетые чего было бы излишае 
помфщать въ нашемъ курс 0е0бое прибавлеше, которое нифло 
бы предметом» пывеств вторую варадию простаго ивтеграла неза- 
виеимо оть формугь 1-го 6 четвертой главы; твыъ бозфе; что въ 
3 $ четвертой главы показаво, какь изъ второй вараци простаго 
интеграля, въ которомъ подь знакомъ р вромф перемзвпой и ея 
фузкщй входатъ производныя этижь функц! только перваго во- 
'рядка - вывести вторую варацио такого простого интеграла, въ 
которомъ подъ знакомъ | кромф перемфяной независимой и ея 
функции вхолять произиодныя этой функтии какого угодно порядка. 


= 


= 


ОГЛАВЛЕНТГЕ. 


Часть перная. 


ГЛАВА НЕРВАЯ. 


Су. 


. Усфчевная вврашя фунвщи и ея перенфаной незавнопыой по опре- 


дЗаению`Лаграижа и по опредфдению Эйлера. Довазательство, что 
Эйлерово опредфлее усфченной варащн приводится въ Лагинжеву 
ея опредфлению ..... еек нки анеиаиникь Шеенне 
Полная варащя функц объ одной первывиной незввнонмой 10 ‘опре- 
дфхлению Лагранжа п по опредфаевю ЭВлера. Завненмость между пол- 
вою и усбченною гарашиии фувещи объ одной перемфиной везв- 
виснной. Геометричесь!Й выводъ этой зависниости. . 
Усёчевиая зарашя фулкщи со нвогныи перемфняы 


. Доказательство, что варащя дифференщала равна афера 


ИАА 


. ВЫводъ. варащи частной "зроязводной був и с0 шногаме пережфн- 


иыин зезависвыями; кабъ честный случай, вара производной фуйк- 
ця ‘объ одной еремфниой независимой 
Внвохь варацщи фунвщи, хоторел свойства своего ве нзнЕняеть но 
перемфивых, въ нее вхохлш1а, подлежать варащюнному изибневт 


ГЛАВА ВТОРАЯ. 


Выволь фориулы Остроградекаго, опредфаяющей варащю опредфен- 
вато многовратяаго ниуеграза между какнын ия есть его предвламн. 
Вар1ащя простаго внтеграла, въ которомъ подъ звакомъ |, кромь 
зерешфивой везависниой н ел фувкцЙ, входать преизводных этихь 
фувев только перваго порядка ...... утънаннь я Шен е 


. Выводт варшщи такого простаго интеграла, въ которому водъ зн8- 


> 


хомъ |, кроиф церемфнной незввисниой и ся фувкшй зходлть провз- 
водный этихъ фувкнй кавбго угодно порядка.... 
Нреведете къ ($—1) кратиому иитеграху тако ратна 
раза; которато подъиатегральная фуниша представаяеть «умыт част- 
ныть производныхь, взятыхь по неремённымь интегрированы и ©0- 
держащиху варници язи пероифавыхь ивтегрировзийя, вла ихъ фуцкайй 


. Праведене въ простёйш!Й вндъ варадн иногократваго натеграда, 


которего подънитегральная функщя содержить зёремфиныл незавн- 
сивыя, изъ фувани `н ‘частиЫя произвохных этихъ функ перваго 
порядка. Варащи Длойуата в чройваго. ийтеграловь ......у-..... 


28 


34 


52 


Е 


к 


1 
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ТЛАВА ТРЕТЬЯ. 


1. Вывохь услоша, необходимаго и достаточнаго для тото, чтобы опре- 
эфленный нитеграяь ижбль шахипи нли дуюйюшо. Довазательство 
двухь теоренъ, ва осоввяйи которяхь изъ ирараваяваюя нузю яа- 
йаця опредбленнего унтег] г дате уравненя, служешуя для 
бпредфленя искомыхь фув ающнхь интеграть въ тах!- 
ваш вхя шийташ ...... 


2. Способъ Эйлера, слуБащи ая рышеша ивопернмотричесвихь вонро- 
совъ..... . 
8. Снособъ Лаграшжа, стужашй дя р пеня чавяхь вопросе! 


отвосателькомь мажимии взи пизиани обредёденяаго интеграла, въ 
которыхь нскомыя фунецы, обращающя интеграль въ шахфиит или 
зобишииа, дозжны удовнетворяжь условнымъ уравнемамь, содержал 
щинь перемфнныя независимый, ихв фузкии и частный производныя. 
этикь функ „елена 

4. Смособъ рьшензя таких волросовь объ относительныхь шахнай вдй 
зашииа, в% которыхъ предфлы интеграла и предбльныя значен!я исяо- 
мыхь фувяшй, обращающихь интеграхь въ шахиват язя пулновт, 
связаЛЫ можду ‘собою условными травнешяни, . .. 
5. 063 Паввевихь, выводиныхь изъ приравниван(я вулю варащии про- 
стаго витеграла и служещихь для опродфлена функи, обращаю- 
Щихь натегражь въ тахтиии изн онаначт. 
6, Сзузаи, въ которых» упрощается натегрироване д щи 
уравнов, служащаго для опредфлен:а искомой тако, обращаю- 
щей простой патеграяь въ шахиот иди зуаиимт.... 
7. 0бъ уравненяхь, выводямыхь изъ прираввивав!я нулю заращи вой. 
наго интеграла и служащихь для опредёлея нскомыхь фузкщй, 
обращающихь двойной янтеграль въ махшиши на шины ....., 
8. Лервав задача. Между плоскные двлин данной длины найти такую, 
которая, вращаясь около данной прямой, какъ около оса, обравова- 
за бы нанбольшИй наи ваниевые!Й объему? Вторая задача. Найти 
такую плоскую ирввую, которая, вращаясь около дазной праков, 
БАБЪ 08020 Оси, образовала бы данной велячипы возерхность, огра- 
вичивающую наабодьций нля вазмевьшЙ объемъ? ен 
9. Третья задача. Найти такую поверхность, воторой зеличина между 
ея нредёлами быза бы наимельшер? Четвертая задача. Изъ всфхъ 
поверхностей данной нельчины найти такую, которва ограничавала бы 
заябольшй объемъ еее нень в 
0. Геохезяческуя зв и: и 'Прияожеве теор тводезическихь ли- 
НВ зъ слбдующень четыремъ задачам. Пятая задача. Опредфлить 
теодевическую лин на поверхиости трехъоенаго влхипсовда. Де. 
стая задача. Опредфанть геохбзичесвую лин ив поверхности вра- 
щешя. (едьния задача. Опредфанть геолезичесвую ши нь поверх- 
вости элжинсонда вращеня. Вобъмая задача. Отредфаить теодезияе- 
скую Зи из поверхвости тезиконха.... АА 
. 06» условахь питегрируености ди фферевцуильныхь выражений, со- 
держищихь поренфикую независимую, ея функщи и производныя 
этять фужноый какого угодно порадиа. Способъ натегрироваязя з8- 
вихь дифференщальныхь выражен, если опи удовлетворають усдо- 
вить нятегрируености .. ИИ 
3. Объ усзовахь, `пеобходимыхь и досталочаыхь, дза того, чтобы диф- 
фороящальных вырашешя, содержания перзивнную независимую, са 


Стр. 
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53 
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85 


89 


93 


140 
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88 Стр. 
фувящию и производныя этой функщи какого угодво порядка, были 
интегрируемы нфскозько разъ по одной и т0й же перемфнной. Спо- 
<объ интегрировашя тажикь дифферснщельныхь выражев!, вси они 
удовлетворяють необходнмымъ н доетаточнымь усломянъ дя того, 
чтобы они мотаи быть интегрировавы нЪфеколько разъ по одной и 


и той же перемфнной незавненмой 148 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ, 


1. Выводъ фориулы, выражающей вторую варащю иноговратнаго ивте- 
грала между данными его вредфламн ............ чении зжзтьеннь» 158 

2. Вторая варашя опредьленнаго `иногоратнаго интеграла, котораго 
предфлы даны в котораго подъинтегральная функща содержать только 
перемфиныя независныыя и ихъ функщи... ......... с... 

3. Ваорая зарашя простаго опредфленилго интеграла, котораго прех, 
ханы и вотораго подъинтегральная фунешя содержить неречфниую 
независимую, ея фуакцю и производвыя этой фувищи какого угодно 
МОрЯДЕЯ „р. инь е, инь о межень . 110 

4. Ивехфдоване второй вара” проетаго опредёленнаго патеграта, 20. 
хораго предфлы даны и котораго подъинтегральная фуниша содер- 
жнтъ перемнную независимую, ея функцию и провзводную этой фуяк- 
фи перваго порядБВ „ии лен ньнени» 

5. Условя, опредфзяющи зваЕъ второй вари вовваго "бпредваби, 
наго интеграла, вотораго предфлы даны н котораго похъннтегральная 
функщя содержать перемёнвыя независимых, ихъ функиию и частвыя 
производныя этой фунеШя перваго порядка ....... зезееенньсние» 184 


17 


ПРИБАВДЕНТЯ 


„Прибавлеще первое. Доказательство, что вармашя дифференца1а равна 
дифференщелу варащи функии объ одной перемфнной незаввенмой. 
Теометрическй вызодъ этой теоремы. Зависимость между полвою и 
усфченною варашяхии производной функши объ одной перемфнной 
везависвиой. Вамащя фувеши, которая свойства своего ие изи- 
няеть, но перемфивыя, въ нее входашён, подлежать варашонному 
изыфненю. Варашя опредфлевнахо простаго интеграла . 186 

Вывохь условя, необходимато и хостаточиато зая 

‘того, чтобы опредфленный простой нитеграль имфль шахипаш ни 

пупноиа. Доказательство двузъ теоремъ, на основав и которыхь изъ 

ираразниван:я пулю варащи опрехфленнаго простахо натеграза вы- 

водатек уравненя, служания хзя опредфлещя искомыхь функц, 
обращающихь проетой нитеграгь въ шахишии или пишиоан. 
лее третье. Снособъ Эйлера, служащ дла ртами изонериив- 
трическихь воиросойъ...... 

Прибавлеще четвертое. Опособъ 1: 
вопросовъ объ относительномь шахинат ихи луйпам опредфхеннаго 
простаго кнтеграле, въ которыхъ некомыя функиун, обращающя ннте- 
тралъ въ шатииию или шла, лоажны удовлетворять условнымъ 
урзваея:нытъ, содержащииь перемённую независимую, ея функсч к 
производныя этвхь фуикшй ....... 


. 196 


205 
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Часть вторая. 
ОТДВЛЬ ПЕРВЫЙ. 
{Задачи отпосительно шахишиш и пцинаом простаго интеграла). 
Задачи аналитическия. 


%* Отр. 
1. Найти абсолюотвый шшидиш простаго интеграла, котораго подъинте- 


а 
тразьная фупещя такая: Е — 14 22............ ине. ... 215 
3. Найти шшишию простаго нитеграза, вотораго подъинтегральная фуик- 
: 144 2 
ща тавая: усе у те ШИ дашиыхь его предышахь?.... 218 


3. Найти пшипат простаго интеграза, котораго подъинтегральная фуак- 
я такая: % + Е — 9у* при данныхь его прехфаать и при ©0- 
отьйтетвуюдихь выъ данныхь предьльнытя звачешяхь у2. 

4. Найти пахивим нли шшииит простаго п котораго подъ- 


220 


потегральная функиуя завал: (д° вт + -- при давныхь его 
предфаахь и при соотьфтотвующихь пиъ давиыхь предфльныхь зва- 


зевать у? ин . 223 
5. Найти такую фувкщию у, оть а, зоторая пиъза бы ариизат, Уковле- 
творая выботв < 9, фуащею оть =, уравнен!ю у. (=)- в =0 


при даввомъ уелови относительно предфльныхь значенй х и при 
соотвфтетвующихь имъ данпыхь предфльныхь звачешяхь у, и у,? 229 


Задачи геометрически" 


. Найтя кратчайшее разстонне между двумя данными точважь?....; 283 
. Между двумя данными точками провести такую линю, которая, вра- 
щилеь окохо данной промой, вакъ около ося, образовала бы ваямень- 
шую поверхность врашев:я?.... о... инь зиенаньнния . 238 
8. Между двумя данными точкаин провести на пзоскости такую ‘зивзю, 
чтобы площадь, отраничениая этою линею, двумя радуевии кривизны 
въ ханныхь ол точнахь к ея разверткою была бы нанменьшею?. . 247 
3. Найти кратчайшее разстояте ва данной изосвостя между дзуия дан- 
выми на ней точвами?... иене зжнтя уеженкьае. 57 
10. Найти кратчайшее разстодие за "данной  поверзности шара между 
двумя дакзыми ив ней точками? , 
11. Найии кратчайшее раэстояше на данной поверхности пранаг ци. 
ливдра между двуня донвыми ва ней точками? ................. 264 
12. Даао положея1е осей ох в оу примоутольныхь координать вуи 
въ ить олоевости двф точЕн, требуется между всфык лзвями, вро- 
веденными въ той же пзосвостк чрезъ ханвых двф точки и имю- 
щимя между этими точками данную длину, — вайти такую лин!ю, 
чтобы площадь, ограпичевная этою лин!ею, ординатами данных 
точекъ и осью абсписеъ была бы вапбольшею?...........:.:..... 289 
13. Изь вебхь зиш давной данзы между двумя данными точвами, чрезъ 
которыя провехены он по плоскоств, найти такую, которая, вра 


зо 
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ж* , Сы. 
щазсь 98040 данной прямой, какъ около оси, образовала бы навболь- 
зиую вин паиневылую поверхность вращен? .,... 973 

14. Изъ вобхь ив, воторыа ва данкой цлоскости вроведены тавъ, что 
3$ онф однямъ своймъ концемъ опираются па данную точку, & 
хруме нхъ концы находятся па разныхъ, данвыхь по везьчииь, раз- 
стоящятхь оть даниой пряной въ той же плоскости, -—_ пайти такую 
лив:ю, которая, вращаясь около данной прамой, какъ около оен, 
образовала бы дАвной велизины позерхость, огравичивающую на 
большИЙ объемъ?........... РорАВВ иене В 


276 


Задачи по механик. 


15. О поверхности тфла вращен!я, ныфющаго наибольшее притяжене по 
направлению оси вращевтя?. . 
16. О. брахистохронф 


17. 0 шишма пвтеграла [ (п -+- 1) 4, въ воторомь, иодь авакомь |, П 
# 
веть функлия сил, не содержащая явно времени $, в Гесть живвя сила 295 
й 
18. О шиниши витеграла Т 2Т4, въ которомь, подъ знавомь ] , Т воть 
й 


живая еиза, в искомый сукна, обращаюния ннтеграль въ лоно я 
вхъ варащи должны удовлетворать соотвфтственно условнымъ урая- 
нентиь П— Рейн бп = $7 въ которыть № постояназя 
ь 
19. 0 шара матеграза | п, въ которомъ, подъ звеном’, п есть 


305 


фувктя сидъ, ве содержащая явно времени #, а искомыя функит, обра- 
щаюннин ивтеграль въ шипит, в ихъ зоргаши должны ооо 
рать соотвфтетвенло` условвыиь уразненяиь Н > 7. 
въ которыхь № постояиная...... 
20. Позожимъ, что планета при своемъ ялиптичеекомь движея во 
время & находится въ 10ч&$ М, требуется вайти тазую точку №, 
чтобы планета по своей орбит’ прошза ММ въ промежутовъ вре- 
иены #,—&, опрехфляеный тфмъ усломемь, зто #;—&, есть наиболь- 
п изъ тёхь промеиутковь времени, въ которые ‘швтеградъ АЕ. 
скрин нифеть пнпррат? 
ЗО лоложени раввовс1а та ув  пераотяжнмо НиТ, вотор 
ос%Ъ постоянная и концы которой прякр®плены въ двумъ неподвиж- 
ВЫМЪ ТОЗЕаМЬ?..........4-..: 
22. 0 поверхнослм наямевьшаго ‘сопротивления, 


$28 


339 
. 840 


ОТДВЛЬ ВТОРОЙ. 
{Задачи относительно шаха н о йио двойнаго интеграла). 
23. Найти абсолютный шшпичи двойнаго интеграла, жотораго подъин- 
тегразьная фуншшя таказ: 0%*— 22 (ду + 5) + й+ 24? ....... 358 
24. Найти махиети яди шшниит  двойнаго интеграла, котораго водъ: 


: 48? м 
интегральная функща тавал: Р- * (. % пра данномъ условны 


35. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


33. 


за. 


33. 


34. 
35. 
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. отр. 
отаоснтельно предфтовъ интеграла и прехфаьныть значонй искомой 
фУВЕШН 22... инь етики ко нате и невиновен 355 
Найти шо двойтаго нитеграля, оторнРо подъиатегральная фунв- 
ща тавал: НЕ = -й „у (&) при давныхь его предфлахь? 356 
Найти шахриаш или пуднзит двойнато питера, вотораго подъ- 
янтегральная ФунеШЯ такав: (1% &— т Е при ханноиъ уел0- 


зи относительно преджловь  птагразь я продфоешыть вначенй иско- 
мой фуньщи #?.;...... ее топоним не нин я нити иене . 362 
Найта виишот дзоднат интеграла, ‘вотораго. подънтеграленая функ- 


я такая: (= = при даниомъ усломи относительно 


№ Зв 
предфаовь ивтеграла в предфльвныхь значенЯ искомой фуньши 2? 366 
Ивъ вовхь хинейчатыхь поверхностей съ управляющими плоскостями 
вайти такую, Боторая инфла бы нанменьшую величину при данныхь 
предфаахь двойнаго интеграла, выражающаго везечину поверхности? 370 
Изъ вофхь поверхностей врашена, сохержащихь данный объень и 
проходящихь чрезф давную окружность, каходящуюся въ плоскости, 
отетолней на данное разетоян!е оть данной плоскости — вайтв та- 
Ею, которая ныфла бы напменьную величину? 
Найти шажшщино или И _Жвойнато интеграза, Бо 


374 


ю 


ль. 
ивтегральная Фунещя такая: УЕ) + а) «(2 ®) при давныхь предь- 


зак» нитеграав, пра данныть`предфльныхь знеченшхь нокомой 
фувиойн 1 в пря томъ условн, чтобы другой двойной интеграль, во- 


тораго подъинтехральная функшя твкая: 2 —х {7 Уд ‘охраналь 


бы данную величину? ........ еее о зиоортететюньтона несете 379 


ОТАВЛЬ ТРЕТТИ 


{Задачи отвоснтеьно: натегрируеноств). 


'НаЙтя услове, иеобходииое и достаточное для того, чтобы хнфф6- 
ренщальное выражеще Эл уу + зу + лу" — У было инте- 
трируемо и `въ случнф, если этому условю удовлетворяеть дазное 
авфферващальное выражение, найти его натеграль?..... ......... 386 
Найти услове, Необходимое и достаточиое для того, чтобы двффе- 
роащальное выражен 2-2 ур-+-2 ру + Защ + 2 ут, 
было  интегроруемо, и въ случа, если этому условию удовлетворноть 
дапное хифферелщажьное выражеше, то найти его интёграхь? 386 
Найти усзове, необходимое и достаточное для того, чтобы к 
реншальное выражене 2 + 4 уу -+- Зхуа+ 2 уу’ -- 2у'-- ху" было 
интеграруемо два раза по одной п той же перенёнпой, в, есхн этову 
условию удовлетворяеть данное диффереящально выражене, то найти 
ГО ИВТЕГРАЛЬ? ..... еее нинниь» . 
Найти услове интегрируемостя Зара тлавной фунвшия?. 
Найти услов@ ивтегроруемости варащи характеристической $ Е 


ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. 


ГЛАВА ПЕРВАЯ, а 


$. 


Посредотвомь дифференщальнаго иечиесзены рёшаютез вопросы 
9бъ отысизы/ наибольшихь. и нанменьшихь значенй фувзцв, 
соозвбиствующихь, чаетнымь искомымь зизченань перемфнинх 
незавифумыхь, при ‚услови, чта зависимость. функщи отъ ея перв- 
ыфиныхь острется неизыфнною. Существують, однако, вопросы, 
которые: требують приращешя фуниди, происходящего оть не- 
изифримо мелато изыфневя зависимости фунЕцИ оть ея перемфн- 
чыхь; `Опредфлене этого приращены уже не можеть быть провз- 
зедену лосредствомъ диффервыцщальнаго ибчислешя, а. требует, 
оробевнаго способа, чазцваемаго варйийоннымь иочисленемь; измВ- 
же заувенмоста фунищи‘оть ея феремфиныхь называется 
.Жь .вопросамъ, . въ которыхь зависимость между функщею и 
ея перемфыными должно. разематривать, какъ величину пере- 
эбивую, ирунадмлежить ТАКОЙ вопроеъ: ееля между данными ве. 
дичинаци. а н,$, возьмем», интегразь па 2 оть у фувещи &, у 


9% 46 `чребуетёя ` найти такую зависимость у отъ л, при кото- 


рой шитеграль, и— | о@т имфзъ бы. ваибольшую. или напненытую 

и Зина : - ри 
вевнчину? Вопроеь атотЪ. требуеть. приращен!я, которое пронсхо- 
диз въ Яятотраяв о он нензыфримо малаго. измфношя зависи- 
ноети нежху уси 2) такъгемть по усховю ворроса  значеве 
нитапреда, отебчающае: рекомой зависимости между у их, должно, 
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быть боле или ненфе, чБыъ всё сыфжныя значешя иктеграза т. е. 
лая значеня этого интеграла, изъ которыхъ каждое отвфчаетъ 
какой бы ни было зависимости между уп 2, нензифримо мало 
разнящейся отъ некомой завиеимости между у п 2. 


Если положимъ 9-1 -й › то станетъ очевиднымъ, что иско- 


мвя зависимость между у и х будеть такая: у==с--@, гдВ с Е: ы 


произвольных постоянныз, так. каз». инуегразь и [муз +8 а 8. 


зыражаеть разстояше между двумя точками на рлоскости, а, какъ 
извфетно, прямой лин принадлежить то свойство, что разстолн!е 
между двумя ея точками кратчайшее. 

Пусть (черт. 1) у=Д2) ураёнеше кривой АВ, отнесенное къ 
прямоугольнымх воордиватань уи хи пусть УХ), отнаевиное 
къ прамоугольнымт ‘коорхинатамь Уи’ Х- уравненю-‘проивкольной: 
Еризой 1, смежной сч `АВ. (Мы подагаенъ, чтб` оси каждой изъ 
эЭтихЪ "двух системъ` прямоугольныхь координать ‘одни тВ же). 
Согяаёно тахому относительному положеню вкривыхь АВ и СР, 
ИХ) есть произвольыва 
функц 075 Х, 065. жв 
фувкиит Да) и ИХ — 
непрерыеныя, а потому 
абециссанъ Х и х нелз- 
мфрамо мало разващимея” 
между собой вобчеВтству- 
ютъ ‘коордипатн У я у, 
которыхь разность У-у 
есть тавже безконечно ма- 
188 везичава. Уравнене 

Черт. 1, у = 2) можеть быть ва- 

ифнено двумз совыфетны- 

ми уравненами у+$() и = (0; равнымъ образомъ уравненше 
Т-=Р(Х) можеть быть заыфнено двумя совифстными уравнемани 
У-=Ф@) и Х-Ч(), въ воторыхь перемфниза мезавненная 1 ра- 
рамонному взмфненно не подзежить. Функци $, $0, $0к 
'"(—непрерывных, изъ инхъ диф Ф@) и +) -—функци произзожь- 
выз, уввъ что, какъ изыфнене у — $({) въ У-=Ф()--варющонное, : 


в — 


тавъ й изиёнеше #-= И въ Х= 4 — также. варауониое. 
Геометрическое ‘значене совокупноети ‚ зарлащонныхь: изывнемй 
ун < состоять въ томъ, что веяквя точка М крявой АВ: вере- 
ходьть въ точку М, кривой СР по произвольной кривой ММ, 
чакь Что ‘зелбдетые совекупиыхь варацюнныхь изифненй узи 
получаютея праращеня У—-у=ЕХ)—Их) и Ха—=ч@—40. 
Но изъ ураввеня х= И) слёдуеть что =), в потому 
Х==3/[@)}, откуда надлежить заключать, что волёдотые сово- 
зубных» варацюнныхь изувиешй 9.15 приращеню зак функийе 
у, такъ и ед пореифиной независимой ©, веть проаввольния фу 
‘отв х. 

‚Варащюнное изызнеше ры $ можеть Имёть место и бе 
варащюниаго измфнены ‘ея ‘перемфнной незввисимой:т; приращее 
фувкщи ‘у, позучавиое единственно оть неизы#римо махаго изм$- 
нёня зависимости между у и т, вырезитея резиостью-Из)—Й), 
кофорая, чевидяе, буде?%` произвольния фунвщуа оть #. Геожену 
чеёкое: звачене` этого изыфненя состоить в том, что вёякая 
точка М кривой АВ переходить въ точву Мекризой СР по правой 
параллельной оби у, 

Безконечно малад вежичина первёго лорядек, приращения Жз)-—И2), 
происходящего единственыо оть певзыфримо малаго измфненя за- 
висимости незду-у кт, Вазывзетря усвченчою варащею первао 
порядка или цервою успченною варбийею функщи у. Первая усё- 
чениая заращя функщи у обозначается чрезъ ду, ТВ харавтеря- 
стика $ представязеть безконечно малую и аъ то. же время про- 
извозьную функщю отф 2. Варащия втораго порадка вли вторая 
заря функщи у есть варация отъь первой вараши, она, ЕАЕЪ 
я} дифференщаль зтораго . порника, обозначается показателень 2, 
прставзециныь наверху характеристики $, тавъ что ‹вхерая 9е$- 
зекная наращы функц у изобразится чрезъ м из. д, вообще 
для фунущи у усбчениая варашыя я-то, порядка. язобразится зрезь 
$7у. Такое опредфзене усфченной варащи принздлежить Лаеранжу, 

Если возьмемъ таыя двф кривыа, кавъ 4В в СЛ (черт. 1), то 
прярзщене #)—/2), происходящее оть ненам®римо мазаго 
изыненя зависимости между Ух х, есть разность такихь орди- 
натф, кризыхь МВ = СЮ, зоторыя соотвётетвують одной и той 


же аебщиссь а, а въ такомь. случов эти кривыя АВ и Ср могуть 
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быть выражены уравнениями у=/(2) и У=- 2). Развертывая 
въ рады ординаты кривыхь АВ и СР, находимъ: 
дая кривой АВ: 


у= 2) =5-+-В@—я — га (—а}+...- > (#—4? +... 
в) 
для вривой СР: 
У—Ра=В-+ В, @—щц-=Вь 8 5—4) ‘-.. Е {#—а8Р-+.. 


тд какъ коэффищенты ъ Ь, 6... 6... между собою, такъ и коэф- 
фищенты В, В,, В,,... В,... между ©0б0ю везависимы, притомъ 
ведичины коэффащентовь В, В,, В,,.. В... совершенно произ- 
вольны, такъ что козффищенты В, В,... могуть быть разсматриваемы 
вакъ колачества, происходялыя оть варатоннаго измфненя коэф- 
фиментонь 5, 8,...; поэтому, пользуяеь теоремою Макаарена, 
можемъ сдфлать положеше, заключающееся въ сабдующихь ра- 
венстватъ: - 


8 
т 


© 
тя 


3% которыхь вараци 65, в. = 5:66. "В, $, 2%. 7%, 
671 неззыбрино мазыя разности разлийныхь порядков, совер” 
шенно независимы оть хи а, а. потому, тань какь х—а въ 
ряднхь (1), раввыхь у и У иыбеть одну и 17 ие величину, то 
посафдн!я равенства приводятся къ такимъ: 

85 2% 
тие 


Ва аа, ве, 


В=Ь+ 
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...Н 


Ве -учь ии) Ре +... 


2 бе 
1.2 


2,@—0)] 
1.3 


-—...- 


Во ара ау 


ие ве, 


Если слоем эти равенства по предварительномь. умножения 


третьяго изъ пить г: .Ар--И) а ит. д., 10 шол- 


ОН ЗИ 
1.2.3...2 
чим равенство: „| й 


В-+- Ве В {#—@)*-+.. и +. .. = 


=-+ь@в—@-+ р 15 9— ">. а 
ен И 


ОМ. 


В = ве - А. (в -.. р р 
которое воЖвдетие форыухь (1). предетавитея такъ: 

ве) = Ко--ао-- ИО... 
Посредетвомь этого равенства усёченных варацш различныть 
порадЕовъ приводатся къ производнымъ относительно одного про- 


извольнаго параметра, который мы озвачимь чрезъ # для этого 
выфсто второй части равенетва (2). возьмемъ сяблующее выражен; 
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п-ка Я о. еды... 


и означимъ это выражеве чрезь Е(х,#), тавъ что будемь зыфть 
равенство; ` 


Же, = Га) = 6-е — 9) м 


тд « произвольная постоянная. 
Такъ кавъ 8/(4),... д"И%) суть произвольныя функц отъх, то 
полаган: у 


а) = &@), и) = и, ),... 8") == 6), 


ТВ, ©... ©, означають произвольныя фувкци отЪ 9; Можежь 
то же сзмое равенство (3) выразить такт: 


Еда в доб С-В" ода) +=. + 


&) 


вия «„ (=)... 


Чтобы удобиъе выразить усфченныя варащи различныхь порад- 
вовъ зрезь производныя относительно одвого перенфниаго пара- 
метра & воспользуемся тёмъ знакомь подстановки, который быль 
предложенъ французсхямь теометромъ Коши въ его мемуарЪ: 
Зпг 1е сс 4ез узчаболв (Ехегсгоев 4?’ АпаНве 4е Вузе, пы 
шайдие 6, Ш, р. 50). Этоть знакъ подстановки востовть ‘вь н®- 


сколько извлоневной черт | я обыкновенно ставятеа впереди 


функции, въ которой должна быть сдфлана подетановка; тВ част- 
ныя значеня, которыя должны быть поствваены, приставляются 
къ знаку на похобе предфловъ. Тахимъ образомъ: 


==, в 
[› или просто [ 
зыражаегь то’ вначея1е, которое получавть функщя у при НостВь 


чени въ нее выфсто х его значены х,. Тоть же знакъ` 65 двумя 
предёлами нисшимь в высшинъ: 
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зд Е: 
| у вли короче / у 
2, =, 


зыражветь разноеть двухь посафдовелельныхь подетановокь 2—4, 
я 2—5, въ фуницию у или этотъ знакъ предетаваяеть тоть ре- 
зудьтать, къ которому придемъ, если ветавиюъ въ у поочередно 
значення 2—7, и 7—5,, вычтемъ второе выраженше изъ перваго. 


Такимъ образомъ: 
= = <, 
| 
= 


Е] 
показываеть, что подетановка [ состоить изъ двухь подстановокъ 


ыл 
2. м 


[ я [ и потому называетея двойною. 
Берн отъ обфихь частоВ равенства (3) ‘производных перваго; 


втораго и т, д. порядковь по фи въ резуаьтатЬ каждаго диффе- 
ренцирован полагая # =, получим тая равенства: 


в . = В 
сто = [Вы ее. о =. © 


Изъ этихь форыудъ вытекаеть такое опредфлеше усфченной 
варгащи фувкщиа Д2): успченная сарбийя п-ю порядка функции 
К) есть значеще при В а производной п-ю порядка, взвтой 
30 $ отв произвольной фуниии Их, 1), непрерывной и обращаю- 
щей в 1%) при ==а. Такое опрежлеше усфченной варация 
принадлежить Эйлеру. Выводь формулы (3) а служить дозаза- 
тельствомь того, что Эйлерово опредблеше уефченной варащи 
приводнтея къ Лагравжеву ея опредфленю. 

Если въ равенство (3) поставинъ Х выфето Ех, {) и хвмфето 
1(<®), то буденъ эмЪть равенство: 

: 
Хе) #9 &#-— 
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Дифферевцируя это равенство ло фи вЪ результатВ каждаго диф- 
феревдировая полагав #== а, позучамъ тзыя формузы: 


$... лы (1) 
2—8 +—=а Е 
[= [=о... [х=о. ®) 


$2. 


Полная варлащя перваго порядка или первая полная вараця 
функц /(%} есть безконезио малая величина перваго порядка 
приращеня А(Х)—/(®), происходящего оть совокупнаго измне- 
ин какъ свойства фузкци /%), таБъ и величины перемфнной 
независимой х. Первая полная вараща фувкши /{2) будеть обо- 
значатьея чрезь АИ), гдЬ характеристика А выражает» безконечно 
мазую и выфетё съ т5мъ совершенно произвольную фунецю отъ 
Х. Поаныя варащи высшихь порадковъ опредфляются точно также, 
какъ и усфченныя вар?ацуа; такъ, полизя зараци ‚Я-то порядка 
весть полная варрашя отъ полной заращи (@-\Т)-го порадка и 
обозначаетен чрезъ А”/(х). Такое опредфлеше полной вауйащи 
принадлежить Лагранку. 

Согласно Лагранжеву опредзленНо полной варащи получатся 
полныя варащи различныхь порадкове фунющи /(2) из основаши 
Эйлерова опредьлени усёченной заращи, есля. въ равенство (4) 
выфето 2 побтавинъ перемфнную Х, которая выражается равен- 
ствомъ (6), потомъ продифферевнцируемь по # одинъ, два и т. д. 
разъ и въ результат каждаго дифференцированя положныь я, 
Такиыъ образомъ будемъ выть: 


т У иу 
м, Ау = “Е. А”у = ди. (9) 


Есля произведемъ дЬйства, указанныя во вторыхь частях»  ра- 
венствь (9) п при этомъ примемъ во внимане, что велЬдетые 
форнмужь (8) вообще 


- В $ . 
а 


то будемъ: ямбть тама равенства: 


ду и-н- ви, Ау = р (85) 2,4% Фен Му (10) 


итд 

Въ этихь формудахъ 5 можеть быть замфнено на 6х, такъ 
вакъ х перемфнная независимая, & формула (6) показываеть, что 
холная варащя перемфнной незввисиной  х соетоить лить въ 
изифненш одного только свойства ея самой, а потому Ах == жи 
вообще 4" — $". , 

Формулы (10) показывають, что полная варашя функщи. есть 
сумиа двухь результатовъ, изъ которыхь первый происходить отъ 
изыфневя только перемнной независимой, а второй оть изы?- 
невя только состава функши безъ изыЪнешя перемфнной незави- 
симой; первый результать получается, казъ обыкновенный диффе- 
ренщажь функци, въ которомъ выфето 5 поетавлена 64; второй 
результать предетавляеть усфченную варацно фувкця. 

Приводимъ тавже геометрячесь! выводъ зависямости между 
полной и усфченной варащею первазо порядка съ тфыъ, чтобы 
деть понят!е о выводВ вараци по Лагранжеву епоеобу, который, 
согласно вышеуказанному вами его опредленю вар!ащи, основан 
на теор безконечно мазыхъ величинъ. 

По сноеобу Лагранжа, дая полученя первой полной варащя 
функц у, слфдуеть въ величин», которую будеть иифть фувкщя 
у ноелЬ изыВвеня какъ своего состава, такъ и ея перемённой 
независимой 2, отдфлить веизмфримо малыя величниы перваго 
порядка относительно усзченной вар!ащия функц у ‘и относятельно 
измфненя, получаемаго перемфнной независимой 2; совокупноеть 
тавихь неизы®рино малыхь величинъ перваго порядка п составать 
первую полную варацио функщи у. 

Возьмемъ двЁ кривыя АВ и СР (черт. 1). Уравнеше кривой 
АВ есть у =), х кривой С)—У=ЕХ). Пусть какая вибудь 
точна М кривой АВ переходить въ точку М, вривой СР по 
произвольной кривой ММ,, звачить съ измфненемъ состава функ- 
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ци у, вя переыфнная независиная х измняетея также варйащон- 
нымъ образомъ. Олустивъ на ось абсцисеъ изъ точекъ Ми М, 
перпендикуляры МК и М, Г, и продолживь МЕ до встрёчи съ 
кривой ОД въ точкБ №, находииъ, что фуниця у посл изывнен!я 
какъ ея состава, такъ и ея перемнной независимой х, будеть 
имЪть величину У-== ЁХ)-= М,Х, въ которой для получения 
первой полной варащи Ду слфдуеть отдфлить неизмфримо малыя 
величины перваго порядка относительно бу и 62; во 


МГ МК--& (МК) +.. = МЕ-+ ММ--8, (МЮ + 
(ММ) +... зубу МИ, ММ-+... 


(характернетлкою $, означены дифференщалы, въ которыхь выфсто 
@х слбдуеть поставвть $2); но $,(ММ) есть безконечно малёя 
веяичина зтораго порядка относвтельно ду, тавъ какъ бу и ММ 
суть безконечио излыя величины одного’ и того же порядка и, 
говоря вообще, нерваго, а потому въ веяичинё У неизифримо 
малая величина перваго порядка содержится лишь въ ММ и 6,9, 


но ду= а, а безконечно малая величина перваго порадьз, 


содержащаяся въ ММ есть фу, отсюда сабдуеть, что нензифримо 
мазыхь членовъ перваго порядка, содержащихся въ У-—только два: 
м 
@ 


4 в ду, а потому ихь сумма в составить первую полную вё* 


ТИзцНю у, такъ что А: —_ м-в . 
= у. 


$8 


По опредблевю Лагранжа усфченная вар!аща перваго порядка 
ихи первая усбченная зараща функдуи /(л,, у. Яр. буи и) 69 
многими перемфнными независимыми 2, 2, Я». „о. 2 ФОТЬ 
безконечио малая везичина перваго порядка приращеня 


Ия, ... 2.» б--. ) — Г, ба Рун рн в) 
пронскодящаго едянственно отъ измбненя состава функщи 
Ивье у 


2. и) 
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бевъ изывненя перемфныыхь независимыхь; перван ‘усфченная 
вар!ацы обозначается хврактеристикою $; опредфлеше и обозна- 
чене усфченныхь варащй выешихь порядковь для фунвкщи со 
многими церемфиныхи независямыми точно такое же, какъ въ $1 
для функши съ одною перенфеной независимой. 

Выводъ, вполи® аналогечный съ иззоженнымь въ $ 1 выводомъ 
формулы (3), поелужить доказательствонь того, что Эйлерово 
опрелфлене усфченной варащи функц со многимв перем$аными 
независимыми приводится къ опредфленно ея Лагранжемъ. Такимъ 
образомъ по опредфленшо уефченной заращи Эйлеромъ и согласно 
©$ опредблешемь ея Лагранжемъ, мы получинъ усбченных вар/га- 
пи различиыхь порадковъ функции <, , 2... 9... Жн-и 2) и 6я пере- 
ывнныхь незавлеимыхь, если, означивъ «арактериетикой $ усё- 
зенныя заращи по опредфленю Лагранжа, выразимь функцио 
Иа, Я. н. Ть-. 2 Ю и количества Х,, Х‚.., Х„ твквми 


разенствами: 
Е, 1... пн буи. бы ОЙ, Фе, нее Ян и) 
(1) 


“а о Анн Сны). 


а лана). „= 


Хан -— #9 фе, 


ИИ ..+ 
#—): а)". 
Хуа, —9 #а,-+.. и. ‚+... а) 


(=) ". 
В Сы и р > 2„-=... 
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затъиъ продифференнируемъ по $ одинъ, два и т. д.. разъ и вь 
результатв каждаго хефференцированя положимь $ = а. 

Тавъ кавь 6/, 6*/,.. 6/ произвольных Фуввщи отъ #,, @,+.. @у»и 
т,,..1„, то означая чрезъ в, ®,,..ю„^-произвольныя фунёши отъ 
2 2-е бе Фъзь @щ И ПОЗГАЯ 


У, АР... А, 
равенство (11) моженъ представять таеъ: 


„ а, Зент рее уни о) Е И бане ние Фе ты) 5 


... па не Пре уни ти). (18) 
(—2)" 
+15 гы (9, брт), В 
Если выфетВ съ Фувещею До, рн нее *) изыфняютса зарадь 
оннымъ обравомь и ея переыфнныя незёвисимый ` 2, 2... бути 
2..2; то точно также какъ и въ $ 1 докажемъ, что получаеное 


всиздстые совокупныхь вартащонныхь изиёнен! функии Да ‚2... 
&л-. Ти. и) п © перемфнныхь независиныхь, приращеше вакъ 
самой фуньши, такъ и каждой изъ ея перемфнныхъ везавесимыхь 
евть произвольная функц!я отъ воёхъ перемфнныхь независимых 

По опредфленно Лагранжа полная варфащя перзаго порядка 
или первая полная варащя функции Их, т, Фрнее унее т) со 
многими перенфиными независимыми есть безконечно мазая ве- 
личина перваго порядка приращен!я ЕСХ,, х,...Х...Х,,... Х„)— 

—2,*.,„- Знне Фън #„) происходящего оть созовуиныхь изы в. 
нен!й кавъ состава фуници (7,2, 2 Я т), ТаКЪ и вели- 
чины ея пербифнвыхь ибзависимыхь; первая полная варащя 
обозначается харзьтериетикою А; опредЪлевше полныхь вараци 
зыешихь порядковь функщи со многими перемфннымн незави- 
симымй н обозначеше. такихь вара зрезъ. характеристику А— 
такое зе, какъ и въ 8 2. 

Сотлаено 'Лагранжеву опредфленио. полной варгащ; получаются 
нолныя варащ разлачныхь порадковъь фувёци 


Пл» Финн нее бане и) 


на основания Эйлерова опрелфлевя усфченной вари; ‘если в 
равенетво (13) вмфсто 2, 2,... 2... Ть-.. 9 вставямъ соотвфтетвенно 
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перемфниыя Х,, Х,...Х,,.. Х,.. Х„ которы выражаются равен- 
ствами (12) и затфыъ равенство 


У=КХ,, Х,,.. Х... Х,... Се, „Ху. ХХ) 
+95, Х,,.. Х,,.. У... Хи) {14) 
4— 
Хх... Х,. ХХ.) = 
будем дифференцировать по #, полагая въ результат® хифферен- 


дированя #==а. Дфлая это, позучимъ: 
} 


ыы 7. 
д [Ех =. „ахах, .ахах, 
У—| ах шт чаа 
(15) 
агах, ау Ве 
ага" 
Есзи будемъ имфть въ виду равенства: 
47 _атах, агах, атах, ‚агах,, „ 
в, аХак ‘аха, ах, “ах, а, 
‘ауах, . 
— ах, т, 
ау ахах, агах , ‚атах, ‘4: ах, 
4, ах, ах, тах, 4х, ах, 45, “ах, аа, 
4У ах, 
; ах. ав. 
ат_атах, атах, „агах,, ат г + 
4х, _аХ, ат, 2 ах. а тах т, аа у 
тах, 
и ах, 4, | 
ау_атах, атах,, ‚ЧУ 4х, „вуах, 
в. ах, ах, ``" а, ат, ^^ ах, а, 
ИН --- 


у атах, ,атах, тах, „атах, 

2. ах ве, ах, ‘а, а, ° 

: ду ах 
ах. 

2 если применъ зо внимаше формухы (12), въ ейлу которыхь 
о м 
п 
| @, — а [= 4х, ... 4, 92, =» 


(16) 


(во второмъ ряд формуды (16) уий кая угодно два цфхыя числа 
между 1 в т, только лишь различные между собою), то найдемъ, что 


и Мм м7 в му ви 
| 
(17) 
|= _%. 
2, 


Велфдетые формузь (11), (12) и (17) формула (15) дБадется такою: 


ду: Е $, и $. -+.. =. д, -+.. -# 


За. = 


(18) 
+ & ди ду. 
Въ этой формуз6 (18) вамащм 6, ба... $2... бт... бити могутъ 
быть замфнены соотв®тетвевно на Аа,, Ах,..., А, А, Аи 


ТАВЪ КАКЪ 2,, 2... 2... Фе, перекфиныя завесы, а язь 


формуть (12) явствуетъ, что полная вамани каждой изъ пере- 
МЪЕНЫХЬ НеЗаВИСНМЫХЬ 2, 2...) 2,н. Фу... Я бостоить въ изиф- 
неши одного только состава ея самой, потому формула (18) мо- 
жетьъ быть представлена текъ: 


(18) 


_ = диву. 


Формула (18} показываеть, что полная варащя функщи со ино- 
гими перемзнными пезавиевиными состоять изъ двухъ частей: одна 
часть есть обыкновенный дифференщаль, въ который выфето @х, 
92.,... Ч... @%,... Фе поставлены соотьфтственно $), б.,... 
- р... 62, п 9) другую часть соетавяяеть уефченная вар!- 
ая функц, предетавляющая совершенно проязвольную функцию 
оть перемфнныхь незавнеииыхь 2, 2..2... Фо. 2„. Еели первую 


часть Ау означимъ чрезъ б.у, то полная варюши Ау представится 
такъ: 


лу— 8, у+- ду (18) 


Первая полная вар!ащя производной какого угодно порядка какъ 
функщи объ одной перемённой независимой, такъ и функции со 
многими перемфиными независиными (по кашдой изъ этихъь пе- 
ремвнныхь) можеть быть выведена прямо изъ формуль (4) и (14), 
но выводь значительно упрощаетея помощио той теоремы, что 
зараща дифференщаль равна диффепенщалу вараци. Дохазатель- 
ство этой теоремы, предложенное нами въ статьВ: ‹о двухъ пред- 
метахь, относящихся въ варащонному нечиезенно» *), составить 
предметь слёдующаго $ 4. 


$4 


Пусть УИ (2,, не. Ярно. не „). Чтобы позучить, по способу 
Эйлера, полную варащю Ау, нужно выфсто 9,2, 2..2... Фе бт 
взять соотвфтетвенно У, Х,, Х,,.. Х,,.. Хун Х„, опредЪляемыя 
равенствами (12) и (14), продифференпировать по # и похожить 
=, ТАКЪ ЧТО 


*) Эта статья наша поифщена вЪ 1-мъ выпуев$ ГУ тома Математическаго 
Сборника, издазаемаго Мосвовскииь О т 1868 г, 


ОТ а 


ел, 


оо . 
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‚ау 
= | т 
эткудз сл$дуетъ, что 
12а 


: : :] 
аа | паха У д, +. р 


дах, "и  Жат, т да, М 
(19) 
#У 4:7 
таре, > Каир, ] 
еъ другой етороны; 
и и 4 
Е МЫ ие - 
ду 
2, 2 


чтобы получить полную варацио Аду по способу Эйлера, нужно 
въ этомъ равенстяв вето у, 4, 2... 2... #,... 2, ПОСТАВИТЬ ©0- 
отвфтетленно У, Х,, Х,,..Х,,.. Х,,.. Х„, опредфляемыя равен- 
ствами (12) и (14), в полученное равенство 


в7 ЗУ ау 


97 
4Х,—.. де. .. 


ЧУ: ах, 4% ах, ах,-+.. ах, 
[24 
ах. ах. (20) 
проднфференцировать по { и положить #==. Но 
ах, ах, ах, ах, 
аХ,= 4. Я, + 25. Ч@х,-—...-н 42, 42,—.. а Ч... 
9х 
„ “ 
д. 4. 4. 
ах, деи аа, г 4; черви. — 
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ах, ах, ах, ах, 
4х, 2” [1 д: —...= 4, у. . д би. „+ 
ах, . 
— 2. т 
ах, ах, ах, ах, 
вх, а, аа, — 4. аз, „1, ...= 4, 4+... 
ах, 
о ы 
4х, "4. „+ Я тар ...-= 


ах, ах, 
ду, ду... а 
Поэтому 
ау ау ау ву 
ах4х- ах, ах,+. „зах. . = 4+. ..- 
ЧУ 
ах» 
ау ах ат ах, ауах, 
а, [ а, ах а, —.. ах, =. .— 
атах, 
ах, 42, 
аУах, ат ах, «ЧЕ ах, 
ты ах, ‘``’ ах. ++ 
„ахах,, ‚ атах,| 
ах, аа, ах, аа. 
ат ах, „ ЗУ ах, ЧУ 4х, 
+ каз, Таха, хе, 
2* 


ауах, ау т. 
За 


а, "ааа, | 


ау ах аутах, датах 
ты 


агах, ауах, ах, 
4%. [1х д, ах, т = 


ат ах, ‚ 7] ау 
ах, в.” " ба, 45 


ау ат ау а 

а», Як, . ка, бл. .. ак". . де, Я 

Такимъ образомъ равенство (20) тождественно съ сафдующенъ 
а7— а7 У 


аУ ву 
я. т.п, би... ав би. . ад, +. ..- 
ты, 


поэтому варащя Абу получится, если продифференцируенъ по- 
слднее равенство по $ п положимь =; тогда будежъ имЪть 
= О зу 
ФУ фу [а 
Аду [ а м о т о ..к 


фу 
= 


"У 
ЧН... ав 
45,0% ь ‚а ыы 
Такъ какъ {и каздое изъ перемнныхь 2,2... уе, Я. 2, Не- 
зависимы между собою, то 
ФУ ФУ 
ах, 


(21) 


ФУ _ФУ ФУ 
ва “ах, ан“ Фа, 


ФУ ФУ _ ФУ, 
д Фа» о ата” 
Откуда слфдуеть, что Аду-ЯАу т.е. полная варащя диффен- 
1828 равнаетен дифференщалу полной вар!ащи. Частный случай 


Ш 


этой теоремы предетавляеть равенство Аду—ЯАу, ‘если у есть 
фуньшя объ одной перемфнной независимой, 

Изъ равенства Аду=ЯАу слЬдуеть А4'у-ЯАу, дЬйствительно 
А4'у—А4 Чу=Члду—4*Ау п вообще Аду “Ау, 

Доказанная теорема, безъ сомнфшя, имфеть мфето и въ слу- 
чз усфченной вараци. Въ самомъ дфаф, въ случаВ усфченной 
варащи, на основашя формулы [(11) 8 3] будем имфть равенство 
я Ц 
[ и. 2. Зы) р... Ро дилий Ча. 

(22) 


+ 
48у= ][ 
А 
91 (2. Тео В) 
т ее а | . 
Такъ какъ въ случаВ уефченной варещи функщи перемфнкыя 
независимых не подлежать варащонному изыфнешю, то волёдет- 
316 изыфненя одиого только состава функц у, двфференщать 
ЧЕ (1..7. т„й) представится такъ 


ати +. 


. ах, он 2, + ава, „той р 
4, ы ъ, 
но по формул [(11) $ 3] д4у получится, если это равенство про- 


дифференцируень по Ёи положимъ ==0, & потому будемь им®ть 


= 

ФЕ, тт) ФИ, тетий) 
[7 [ и Ч... 2, 42+... 
(23) 


2 
9 т =. т) 4» | 
Велфдетые того, что $ и каждое изъ перенфнныхь 1..2... 2„— 
незавиеимы, сравнене равенствъ (22) и (23) приведетъ къ заваю- 
чено, что бду-—@ду, п вообще 64“у=й“ду. 
Изь Эйзерова опредВлешя вараци и изъ первоначальныхь 
правиль дифференцирован!я непосредетвенно вытевають слбдую- 
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пыв освовныя теоремы зарашюоннаго исчиелена: 1) варащая сух- 
мы разва сумыё варащи; 2} зарашя перемфинаго, умноженнаго 
ва постоянное, равна’ произведению постояннаго на варацию пе- 
ремфннаго; $) вараща проязведевя нфекольнахь функцй раз- 
вяется самому произведеню, умножевному па сумму чаетныхъ, 
пронсшедшихь отъ раздфлев!я варащи вкаждаго множителя на еа- 
мый множитель; и вообще 4) ‘если фунышя свойства своего не 
измфнзеть, но содержить перем$нпыя, подлежатия варащонному 
измфненю, то вараща такой функдш пайдетея, вакъ обыкповен- 
Зый дифференщаль, въ которомъ дифферевщаль каждой перемёй- 
ной долженъ быть замфненъ ея варащею. 

Эти оесвовныя теоремы выфстВ съ тою, которая доказана вЪ 
$ 4, праводаять къ весьма проетому опредфленною полныхь варйа- 
цй какъ производныхь функдш объ одной перемфнной независи- 
мой, такъ и частныхь производныхь функщи со мНогини пере- 
фаны и независимыми, что и составить предиеть саФдующа- 
го $ 5:10. `Помощио формуль, опредвляющихе полныя варащи, 
безъ затрудненя выводитея разноеть между частнымь ‘дифферен- 
щеломъ варащн и заращею частнаго дифференщала, но зыводъ 
этой разности, состозщй изъ однихь простыхь выкладокъ, не 60- 
ставляеть необходимой частн курея варатщоннаго иечислен!я, по- 
тому въ нашемъ куреВ не имфеть мёста. 


$5. 


Пусть 2, 2. 2, Фит, перемфнныя незавиеныыя и у ихъ 


функця. 


9 д бу 4 


Означая частныя производныя т — „= СООТВЖТ- 
Оля о р, —`р""бе, "бе, 


‘бтвенно р, р... - Ро Ву Фи будемъ пыёть 


бур, т, р.б... ори... ++. р „Ча в 
Фура, р, би... о-в руб, -+.. -нрыбаьн.. нрийаинву 
откуда 


Аау—Ар, ал, + ар.ах,+. Ар. „Ара. -Ариаи = 
‚ (24) 
рвал р, бал... рудату.. рыба... рии 
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алу-ар, дл, ар, би,--..--@р даун. „чарт, -..-@ртдати = 
' (25) 


радар два. кран. рб. рису 


На! основаши теоремы, доказанной въ $ 4-мъ, уравнивая между 
собою вторыя части равенства (24) п (25) и сокращая тВ члены, 
которые имфютъ множителями дах., бах, ... сах Фат,.. За, — съ 
тВми,которыя имфють множителями 962, ,46л,... 4%. Са с ее 
позучимъ равенство 


а, Ар, дл, Ар, ‚Ар ‚бедре. .-Нв,Арн= 
(26) 


= Яр, д, -- ар, да -=. .--Яробауч-. .-ар ба... —в0}.вль аду 


Поетавляя въ это равепетво вифето ар. бр... Яр... Ярь- ФР 
и 96у соотвВтетвенно равныя пиъ выражены: 


Ни, о, „Чл. в —н,..-= 


и затБыъ приравнивая козффищенты при 4, @%.,.. 4. Чт. 2, 
будемъ нить 


Ара ® бан р да, +. — деве = 
- я. б„-н ыы 
р и И 
м „+ Е. 
и. ы 
= 2 ба, Чу 
и Фин... в» ви Ы 


Въ случа, когла варащя каждой изъ перемфнныхь независи- 
МЫХЬ 2, 2... Ян. бл. @, РАВЫЗ НУЛО, ТОГДА Ар, АФ,,-- АР АР 
Ар» сдБлаются соотвфтетвенно равными бр, бр, ... ру Орь»- Гу 
формулы (27) прниведутея къ такимъ: 


у ау 
д р, 22, а, бр н-Й « Зе = а (28) 


Формузы (27) похазывають, зто полная варащя каждой изъ 
частныхь производныхь фуныши со мносиии перемфикыми поза 
висимынми соетоить изъ двухъ частей: 1) одна часть есть усфчен- 
ная вар!ащя этой производной и 2) другая чветь есть обыьно- 
венный дифференщаль той же производной, въ которомъ зызето 
#2, 4х... Чт... Чт... ати елфдуеть поставить соотр®тетвенно &, 
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ба... бб... Ви, Вели такой дифференщаль означимъ характе- 
ристикой 6, то формулы (27) представятея такь 
Ар.-Еби, +-бр, ‚Ар, В, р,-- Фр, .. Ар, руьар,...Ару 
Ар». Ари вр, (29) 
Подобвымъ образомъ ва основан теоремы $ 4-го выведется 
формула, которая опредфаяеть полную варацио частной произ- 


водной какого угодно порядка функщи со многими перемввыми 
независимния и которая представится такъ 


4"у 4"у 4"у 
дети" = А ттатя ..- брат ... (60) 


А 


тд т, -+и,-+.. =. 


Если у фувкщя одной перенфнной независимой эх, то изъ ра- 
венетвъ Аду—4Ах и вообще А4"у—д"Ау выведутся прямо формулы. 


94 48: 9" 4" ++ д" 
А Е би-- ея вообще А рнибе-- а (31) 


опрелфзяющя полную варацно производныхь какого угодно по- 
радка функши объ одной перен®нной незавиениой. 


Въ случа, когда д2—0, вармащи д иА "у сдЪлаютея соотвёт- 
уч @х @г 


ву 4” 
ственно равными $ деп 8 ал" формулы (31) приведутся къ такимъ: 


ду __ а" 
"о ат 


(32) 


$ #4 а и вообще $ 


а 4 


$6. 

Пуеть —такая функшя, которая своего свойства неё изыфия- 
вт, и въ которую входять явно подлежашия заращонному изн%- 
неню перемфнныя незавиениня 2, 2,,... #. уно Ри, ИХЪ функция 
9, 9,,... 9, и частныя производныя этихъ функяй относятезьно 2, 
3. бу. Фи Перваго порядка. Эти частныя производныя означамъ 
такныъ радомъ 
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и вообще В: т 
тдЪ $—кажое угодно изъ чисель между фи ж. 

Соглаено съ этимъ обовначещемтъ варацы каждой изь функый 
9, и каждой изъ частныхь производвыхь перваго порядка этой 
фувкци, ва основанш формуль [(18) Зи (29) 8 5] предета- 
ВИТЬ ТАКЪ 


Ау -ву, Ар ры-Фрн 


Означимъ вармацию фуняци © чрезъ 39. Чтобы найти эту вар1а- 
тю $0, стоять только продифференцироваль © откосительно пе- 
ремфнныхь незавиенмыхь 2; п отноентельно яхь функ у» р, 
поставивъ выфсто 4х, @у, @р,, соотвфтелвенно ба» Ау, Ар..Но, 
такъ какь заращи Ау, п Ар,, состоять изъ дзухь частей, то по 
правизамъ дифференщальнаго иечисленя можно сперва дать при- 
ращешя $2; перемфннымь незавясямымь 2, и вмфотЬ съ тфыъ 
язифнать функц У, ры Только на б.у, брн т. е. только ва 
первыя части вараци Ау, Ар. вслФдетые чего гъ фупкци 
2 произойдеть приращене, которое составать первую чаеть 99; 
потомъ, оставивъ безь перемфны х;-изыфнять фунвши Уи Р,: 
только на бу, бр; т-е. только на вторыя части варацш Ау, 
Ар,„ пропсходащее отъ этого въ о приращеше составить вторую 
часть варащи 99, которую для краткости означимъ чрезъ $. 


Перваз часть варащи о будеть такая 


тдБ 2, означаеть сумму, взятую по показателямь $, и тд слёдуеть 


4 
изыфнять въ производной др 108 то, что въ изифнается ви$ств 
д 


& 
съ, „въ производной -— все то, что въ о изыфнается выЪфеств съ 
а 


я, и т. д. Такъ какь вторая часть $0 происходить только оть 
хзивненён функ у,, р.. на вторыя части ихъ вараци и тАкъ 
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хакъ Фр, то втораз часть варуани $0 представится такъ: 
ау; 
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ВЕДУ Р Я 8) 
АВ у 
® 4 
ма, Ра, 89 


Х,-—означаеть сумму, сзятую по показателям 5, а Ъ; означаеть 
сумыу взятую по показателямъ &. 
Тзьвыь оби 


Е, Ааа: ^ 


Изь этой  форнзи слфдуеть, что 
1) Когха каждая изъ функц! у, содержить только три пере- 
мфиныхь независимыхь 2, 2;. 9, то 


Зоя, ® ый ох, Фи: МА, нЕ .Р ау, (35) 


4 у 4 45у, 
а; = в, 6%, РЕМНЕ, ар" - 
(36) 
42у, у. 
м т 


2) Когда каждая изъ фувкщи у, водержить только двф пере- 
ыФиныхь незалисимыхь %, п #,, то 


‚4 4: > @р,, 96, 
= Еее МАН, Е 
ар, 4, © 
(37) 
р. 929. 
—. @7, Чт, 


3) Когда кавдая изъ функшИ у, содержать одну перемЪвную 
независиную 1,, то 


@ . @ 
ба Е,Р,, и (38) 


ГЛАВА ВТОРАЯ. 
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Пусть требуется найти варацию опредфленнаго многократнаго 
интегража: 


аа 
взнтаго относительно перемфнныхь независимыхь 2, #,,... 
сперва по 2; между предфъламв 2, м 2;,, потомь по х;_, между 
предфаами 2; , ня, вт. д. по м между предфлами т, и 
2, .; причемъ, согласно съ порадкомь, въ какомъ слдуютъ пере- 
мфнныя при патегрировант, предвлы каждой изъ перемфнныхь 
интегрированя вообще должны быть функщями слбдующихь за 
ней при интегрированя переманыхь, тавъ что вообще 


та а (,) = 


Предёлы же 2, их, перемфнной независимой м счвтаются 
постоянными отвосптельно перемфниыхь интегрировани. 

Вь подъянтегральную функцию о входать перемфнныя незави- 
ФиНЫЯ 2, 9... Я, а ихъ функци у, 9.,... 9: И частных произ- 
водныя этихъ фунЕцИ перваго порядка относительно 2,, 2, ,.. 2) 
т; каждая изъ этихь застиыхь производныхь, согласно обозначе- 
ню, указанному въ $ 6 первой главы, вообще обозначится такъ: 


Такъ какъ опредфленный интеграль ие зависить 01ь междупре- 
двльныхь значенй перемфнныхь независимыхь ,, 2... 2, ® ТО. 
производных 

аи 4% ди аи 

ат, › ат. ``" бра? Ча. 
тождественно равны нулю, потому Ан — 64. 

Въ стать своей: «ПетонягаНот Фове {ога е ФОзговтайзКу»*), 

я доказаль по способу Эйхера формулу Острограхекаго, опред$- 
ляющую варанрю иногократнаго опредфленнаго интеграла, сведя 
измфнене предфловъ на изыфнее перемфнныхь интегрироваыя. 
Сообразно съ этимъ докавательствомь будеть изложенъ выводъ 
вартация интеграла (1). Вараци 6% по способу Эйлера мы найдемъ, 
взавъ интеграль 


Хх Хоа Жо 
| |... | [7ах ах, ах ах, 8 
Х, Хи Я 


отноеительно Х,, Х,,.. Х;, и Х; которыя выражаются равен- 
етвами [(12) $ 8 первой главы]. Такъ какъ ряды, находящеся во 
вторыхь частяхь этихъ равенства, представлають функц’ отъ 
2, бб м; и Ь то можемь положить: 


Хой» ве бьь д Хр аа, ба, р, вь 


Хоа нео вь 0 Хы, а, ьтьй 


Такъ какь О есть интегралъ опредфленный, то согласно съ 
порадкомъ, въ которомь перемфнныя Х,, Х,,... Х, „› ХХ, сяБдують 
при интегрирован, говоря вообще, предфаы Х,, и Хи доажвы 
быть функшяни оть Х,, Х,,.. Х; нь предёлы Х; ., 1 Х,,.. 
должны быть функщями оть Х,, Х,... Х_, иЁ ат. д, предфлы 


Ха и Х,, домжны быть фунвшиями оть Х, а, предёзы Х,, в 


*) Товгаа оп СтеЙе Т. 5Х, 1860. 
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5... долины быть фувкями отЪ # п постоянными относительно 
перемфнныхь интегрированя. Предфлы витеграла О’ выведутся изъ 
равенетвъ (2) и (4) посредствомь пр!ема, который при преобразо- 
ваши въ кралныхь интегралахь прежнихь перем®нныхь интегри- 
ровашя на новыя, служить для вывода предфловъ интеграла отно- 
сительно новыхъ перемфнннхь. Подъинтегральная фуккша 7 отно- 
сятельно Х,, Х,,... Хи Х, ихъ функц У, У,,... У, и частныхь 
приизводныхь этих функц перваго порядка о Х,, Х,,... Хи, Ж 
есть точно таказ же фуньща, вакЪ © отвосительно 9, 2:,.. й; ИХЪ 
функц у, у... У, и частныхь производныхь этихъ функции пер- 
ваго порядка по 2, #,,... хз функци же У;, У,... У, выражаются 
равенствами, аналогичными ст разенствому [(14) 6 8 нервой главы]. 
Тахь какъ по формузамъ (4) Х,, Х,,... Х; суть непрерывныя функщи 
ОТЬ 2. Я. Я» 2 и Ё то каждому изъ значений 2, м... , а; 
будеть отьёчать соотв5тетвующее ему значене Х., Х,,... Хи, 
при веакомъ #, я наобороть, дяя каждаго изъ значеый Х,, Х,».. 
Хр. и Х, будемъ имфть соотвфтствующее ему значеме 2, #,,..- 
2 на, при всяком &, такъ что всф т8 значеня 2,2, Я 1 Я 
на которыя распространяется витеграль % (1), исчерпывають вс® 
тв вначеня Х,, Х,,... Ху, ва которыя раепространяется 
интеграль О (3) и которыя пыфютъ мфото при всякомъ $. По- 
этому, замфная по формуламь (4) Х,, Х,„.. Х,ахъ фуяьщамя отъ 
2, 7... Жи мы всегда можемь ввести въ интеграль 0 (3) преж- 
вн перемфиныя 2,, $,, х, ДФлвя это посредствомъ преобразована 
перемфнныхь, обыкновенно употребляемаго въ кретныхь явтегра- 
захъ, мы получимъ интегралъ: 


2 пчел 
и= | [....[ [ура а»... 4, 65) 

РЕ ИЕ ЕВ 
который должен быть взять уже относительно прежнихь пере- 


МЫНЫХЬ 2, 2... 2}, 2; и ето предфлы опредьляются равенствами 
(2), зрезь Г) означень опредблитель 


реек, кт 


Такимъ образомъ, чтобы, по способу Эйлера, получить варащю 
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интеграла и (1), вужно взать производную по & отъ обфихь частей 
равенства (5) в положить $ == а. 

`Тавъ какъ предъты интеграла 045) не завиеять отъ # то диф- 
ференцирован!е по $ обопхь частей этого равенства даеть: 


2:2 ба  Ярча 


х о ‚ра 
%=[ Г... [ С Ра, фт... Чу 


ча Ра Яра Яра ар 
-| И .] Г Тт 4х, @т,... @; 
а ба ба Я, 
Замёчая, что 
1-2 
| У= | Е =2 


а7' 
| у» 
в также имфя въ виду, что въ силу формутъ [(16) $ $ первой главы] 
— а 
Ах; 
[2= 1 [ея 
будемь ныть: 
2 2 Яна Я 
$ Г [-.. -] | Чл, Чх,... ты 
т би а 
(6) 
Г Гы, 
2. ча бл 


Какъ было доказано въ начал этого $, Ай = 0и, и тАБЪ БАЕЪ © 
своего свойства не измфизеть, то 39 == Аз, а потому равенство 
{6) можеть быть представлено такъ: 


== "|. «ые ал, Е 4... аа} 


24 а 
зи 


2; 


„Г '[ суммы „4%. 


Этимъ равенствомъ выражается такая теорема; варииия интерала 
‘равняется интералу вари. 

Еели въ формулу (6} вмфето 30 поставимъ равное этой зараща 
зыражеше по фориулв [{35) $ 6 первой главы], то формула {6} 
приведется къ такой: 


За ал 


ви Г- В а @%,,.. д; = 
21 Я 2; 
Мао ба о ФЫь 
| Г... Га @л,.. @т.. 
Е Е 


Эта формуда и есть та самая, которая двиа Остроградсьимъ въ 
упомявутомъ нами его мемузрВ и которая выведена нами для 
какихь ни есть предьловъ питеграла. 

Если въ формулу (6) выфето 9% поставим равное этой варгащи 
выражене по формузЬ [(35) $6 первой глазы], то получимъ также 


= “|. 1 И ао, Ф. ‚де; 


2: бал 


ГЕ 


а Яд 


7) 


Пря р5шена вопросовъ о иаибольшихь и нанменьшихь значе- 
эяхь опредблевного интеграла его заращя вообще подвергается, 
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преобразоващямъ двухъ родовъ: перваго рода преобравовашя 
состоять въ томъ, чтобы въ подъинтегразьной фуници, : сколько 
возможно, отдлить такую часть, которая предетаваяха бы сумму 
производныхь по перемфинымъь интегрирована; преобразовашя 
втораго рода служат къ тому, чтобы къ ($—1)-вратному интегралу 
привести такой $-кратный интеграль, котораго подъинтегральная 
функция предетавляеть сумму частныхь производныхь, взатыхь по 
перемфннымъ интегрированя и содержащихь замаци пли пере- 
ыВнвыхь интегрированы или ихъ функц. Для призедены варащи 
проетаго интеграла къ виду, удобному для призоженй, достаточно 
однихъ только преобразован! перваго рода, и такъ какъ эти пре- 
образованя основаны на извфетномъ пр!ем$, именно на интегри- 
роваи по частяыь, то вЪ этомь же 6 мы представикь ва- 
рацию простаго интеграла въ томъ вод, въ какоымъ ока обыкно- 
венно употребаяется при приложеныхь. Для приведеня варащи 
двойваго, тройнато и вообще многовратнаго интеграла къ виду, 
удобному для приложений, необходвмы преобразован втораго рода, 
потому въ $ 3 мы изложимъ эти преобразоваюмя, а въ $ 4 пред- 
ставинъ варащи дзойнаго, тройнаго и вообще миогокрахнаго 
интеграловь, подъивтегральныя функции которыхъ содержать пе- 
ремфнныя независимыя, ихъь функци и частвых производныя этихъ 
функц. перваго порядка, едфлавъ въ этихъ варащяхь преобра- 
зована двухъ родовъ. Во 2 $ мы поважемь, какь поередствомь 
метода Каебша изъ вааще простаго витеграла, в® которомъ поль 
ЗнакомЪ { вромф перемфниой независимой и ея фуньши, входятъ 
производных этихъ функц перзаго порядка, выводится варащя 
простаго интеграла, въ которомъ подъ внакомъ { кромё ‘пере- 
ыфиной независимой и ея функц, входять производвыя этихъ 
функий какого угодно порядка. 
Въ слуяаЪ простаго интеграла #=1, 


ва основан формулы [(38) $ 6 первой главы] 


а 
и М Е.Р,, г ‚ 
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а потому, если въ формулЪ (7) положимь $==1, то дта варащи 
простаго интеграла пожучиыь такое зыражене 


р $#= р: Чт, ) г Деми, 9 1х. 


2, бл 
«Такъ какъ 
—_ Рив.) Е 
Е аи = а 


то заращя ды будеть равна 
215 
и = = 2, —,Р,. мо (м Ри) му, ах, . 
ал 5.1 
Для простоты письма перемфнную х, означимъ просто чрегъ х, 
& проязводную Е зрезъ р„ предбльныя же значешя х чрезь 2, 


к &,, оставляя прежея обозначены для производныхь 9 относи- 
тельно р„ т.е. полагая 


тогда вартащя &и простаго интеграла прехстанится тзкъ: 


во. С.Р. = (м пы, № 8 


ьл 


Та часть вармащи би, которая ваходитея вн знака р откоситеа 
къ предфламъ интеграла и называется предьльною частью вааще. 


$2. 


Покажемт, какъ посредетвоыъ метода Клебша изъ формузы 


= = =, 
и = / ев) / (.Р.. ви, (бы, ж ® 
Ел =, =, 
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зывести варю простаго питеграла и, ‚ котораго подъинтегральная 


функцуя 
а а 
о) 


содержить пербызнную независимую х, 6я функщю у и производ- 
ныя этой фувющи у по х какого угодно порядка, такъ что 


не ты ® 


Полагая у= у, возьымемь уравнеше 


В уро, о 00) 


ат 


у,=0,... 


и примемъ эти уравненя (10) за условных, въ которыя у,, 7... 
у» вводятся, какъ новых функц, пре услоыи; что эти уравненя 
{10) дифференцируемы по характеристик &, такъ что имфемъ: 


ау, Ц „ау 
24 аи, 2 ао... 29 — у, =0. (11) 


дат 


Возьмемъ теперь интеграль: 


д 
о Уз У: Ул. -- 


множители же ^ суть таыя функц отъ 2, которыии мы можемъ 
располагать по своему произволу, —вЪ поезфдующемь вычисления 
мы подчинимь эти множители такому условю, которымъ они 
‘могли бы быть опредфлены. 

з* 
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Найдемь зарацио би интеграла (12) по формул (8) положивь 
8 =. 
Еели означимъь производныя 


 & Я а 4 4 
а, 9,’ а, т,’ а, па, 
ах 


соотв тетвенно зрезъ 
МР, Р,... Р.Р: в Р, 


и если примемъ во внимане, что 


4 . 
= Ям мер, КЕРа,,. 


49, 49, 
М, = Р.А» МЕР, Ань 
4% _ &% _ 
р, = ^,, Р,} =-° = 
а а, 
[73 ах 
_ № _ 4 & 
р, РЕ ры 
а ах 


то, имЪя въ виду, что уу, получим: 


Е % ^ 2 
3% = [= |*, + [аи =. . р. дн, [Ри + 
2, 


=, = *, я, 


2, 
= [в= (= дани. - 


Ев (2. — а —2 ).- =(2..— ^„—— ви. . 


Фуньща у.==У остается неопредфленною, а и— 1) остальныхь 
9+. .- У, И (9—1) множитолей \, и ^,_, подченим» уеловю удо- 
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влетворнть 2(-—1) уравнешямъ: (и—1) уравнешянь (10} и.я-—1 
<яВдующимь уравненямъ: 


2. 
Р-р ра о, 
(4) 
р ь 
отвуда: 
- аР. аР,_, __ @Р, 
р, И, 
аР,_,  @'Р,, _4Р, 
а | 
нити тт ден еучуние (15) 
аР, 4Р. „34“ *Р, „+9“ *Р, 
Абак: о ей (1) Зря 
: ар, 4Р, _4Р. 4" *Р, 
А еда +. И" а 
"—3 
о. 
Множители ,... ^„_, полагаются функцыии, не изыБняющиме 


своего состава по отношеню къ количеетвамъ, въ няхъ входящим, 
варащи Фу,==бу совершенно произвольиа; а (и—1) варлащи! ду, .. 
ду, подчинаются условно удовдетворать уравнешянъ (11). 
Принимая во внимане, что бы, == и, велфдстые уравнений (10) 
и (11) и иыфа въ виду уравневя (14), придемъ въ заключению, что 


2 а ез =. 
и = р . ера 
Ел Е ЕЛ =, 


(16) 
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Волвкетые того, что у,-—=4, равенства (11) приводятъ. къ чаклмы 


й . 
ыы 4—9 
[= | ра, [2 [22 2: | ы, р. 


ни К 4—9 
ы= |3, |. [= [2з... ры р 
Дълая подетановку на основаши этихъ равенству (17) въ формулу 


{16) я замняя ^,, ^,,... А, равными имъ выражешяни изъ фор- 
муль (15), получимъ: 


№ 2, 
ь а 4 4Р, _@4'Р. 
ов ( 9... а) = ( иен 
`` 2 . 


че (-е 


) 


ат) 


бе. - 
ей Е: В+ |} 08 
^ а в ив 
ее [рае 

АЕ “ 


ар 
Подобвымь образомъ изъ формулы {8) помоюю метода Елебша 
зызедемъ варащю простаго интеграла, котораго подъинтегральная 
функця 


ау Фу #у @ 4 4" г 
По а >. ат, р” В 


содержитъ перемфнную независимую 2, ех фупкци у из и про- 
изводныя этихь фунЕщ по д какого угодно порядка, такъ что 


ег 
м (в Чу. бу, , 4 д) 
Е? 


ар’ ат’ я? * р д" 
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Полагая у-=у, и 2==У,.,› ВозБмемь уравнения: 


4 
2% — о, 9: о... = — 9. =0 
р а (19) 
ана у ь О, п уе т0,.. Ви — Ув =0 


и примемз эти уравневмя (19) за условных, въ которых у.,... У», 
Уечя»- +: Уз ВВОДЯТСЯ КАкЪ новыя функши пра условы, чт 
уравненя (19) дафференцаруемы по характеристивВ 6, такь что 
иифенъ: 


2 арло 20  о.. б ажы, 
(20) 
Ооо, ое Зв... 
о дури 
Везьмемъ теперь ивтеграль # 
4 == |945, 

тб | 

°=К® У У ++ Ув. 4, Ульи» Уаци- уз вв) 


Множители ^ м м суть тая функщи отъ 2, которыми можемъ 
располагать по произволу. 
Найдемь варащию би по формузв (8), позагая == я + т. 
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Есая означимъ производныя: 


4 & 4 4 4 4 4 [Я 
бу’ ау, 49,’ ` т Чун нь* ЧУ, а у.’ ^" 


% 4 
т бе 
4% 


соотвётетвенно чрезъ 
№РьР,...Р,Р, М, 0,, ©... Чы-ь 9» 


и еели примемъ во внямае, что 


@ 
== = Ем, М=Р-2, МР... 
. 


М, (=Р,,—^,_„, М.Р, 


в Ань 
х & @ 


о фр М Ме во Мы вр 


Ми арии и 


Р, „== = = —Р, 
м бы и 
4х @ 
№ 4% @ 4 
Р, ==, Р, = = =... 
бы ры Зы 
4х 
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то, имфя въ виду, что у,==У я У, ..==8, ПОЛучимъ 


2 = = ль 2, 
$и—= [ево- [в ду Руди. , -=/ а [ру 
= 2 2: = Ел 


@у) 


2, =, 
= выд» ву. —.. ==) они [ыы же 
2, =, 2, 2, 


2 
- | в (м- Чи (® >). ник 
Е? 


4 а 
Е о 


ны. 


Дьф функции у, = ву, 1.256 остаются неопред$ленными, осталь- 
ныя (+2) фупицИ у... Ум Уна. Унни й НТ) мно- 
жителей /,,... Л). -. Ви ПОодЧиНены услов!ю удовлетворять 
2ш+т—2) уравневшямъ: (и-т-—2) уравненямт (19} и (ин —2) 
сафлующимъ уравненяыъ: 


РФ р 0 
р. .. 9. ор, Чо 

<, „Ч 0, 9-0... 05) 
ЕН 


а 40 29 
Вы — 99, Фа а › 
20. 0, . _ 420 
би а — фр. 


_ с. 29, 
т 
Я о". 


Де варащн бу,—0у и бу, .,==8е совершенно преизвольны и 
незазисвыы между собою; но (и--т—2) вараш бу... бу» и 
29,41». +. ВУ,зь подчанены условшю удовлетворять уравненямъ 
{20), множителя ,,.. А и щ,... Би пояатеются функия- 
ми, не изыфняющими своего состава по отиошеню къ количе- 
стваму въ нихъ зходащиыь. Принныая в0 внимаве, что би, фи 
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велфдетые уравненй (19) и {20} и имя въ виду уравнения (22), 
придешь къ завдюченио, что 


2, = = 
фи, = ра эерь-н мы 


= м 


нана 99 


д: ыы ы 


2 2 
= [(м- я. ея [( —_ м 22 


ыл = 


Еели въ эту формулу (24) лоставимъ вифето и р равяыя пмъ 
выражена изъ равенствъ (23}, 8 выфето варащ у,,... Су, и 
уаз. +- бУи+ш Равныя имъ варащи изъ разенствь (20), при- 
нимвя 30 винивне, что у, =у и у... ==2, то получим такую 
формулу 


5, 
, Фу и @ 
ды а ие 
д, % 

2. @ [5 
еп а =”) 2 (чи 


ео ВИ 


те 
ги Рог 
С ..— [вар 


+ (<—*=. . Е — 


} 
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Де--е-ГьЬ 


- в (5—4; а 
ВИ а 5) 
«(и 99, _ #0, 
сие ес) | 


Такинт же образомъ изь формулы (8) выведется варашя про- 
стаго интеграла, котораго подъинтегральная функщя содержать 
перемфнную независимую, сколько угодно ея фувкцИ и производ- 
ных этихьъ функц вакото угодно порадка. 


$ 3. 


Предметь этого $—выводъ форыулъ лан преобразовавй втораго 
рода, служащихь, каКЪ сказано, къ тому, чтобы хъ (2—1) крат- 
ному интегразу привесте такой * кратный нитеграть, котораго 
полъинтегральная функшя представляеть сумму частвыхь пропз- 
водныхь, взятыхь ло перенфннымь интетрировани и содержащихь 
заращи или перем%нныхь внтегрироваыя или ихъ фунвшй. Та- 
кой & кратный интеграль непосредственно, безъ всякаго преобра- 
зованя, приводится къ (#1) кратному внтегралу зъ томъ случа%, 
когда предблы его относительно каждой изъ перембнныхь инте- 
трированя-—постояниы, а цотому мы выведень формулу преобра- 
зованй втораго рода для двухъ случаевь, которые кромф сзучаа, 
хотда предЪлы постоянны, обыкновенно только и принимаются въ 
разсмотрьше при рышени вопросовь о наябольшихь и ваимень- 
вшихьъ значеняхь опредёленнаго интеграла. Эти два случая слф- 
дующе: 1) когда предёлы опредвженнаго интеграла подчинены 
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условно удовлетворять уравиеню Г==0, гль Ё есть функшя ие- 
ремфнныхь питегрированя и 2) когда предблы ивтеграла отно- 
сительно кожждой изъ перемфнныхъь интеграрованя суть тавя функ- 
ци всфхь сяфдующихь за ней при интегрированш перемфнныхь, 
которых ие подчиняются условию удовлетворять уравненю Д==0. 
Оба, эти случая мн ограничииь тъмъ положешемь, что каждая 
изъ. перемфнкыхь интегрероваыя берется между двумя только ея 
предфльюыии значенями или между двумя только предълами инте- 
грамв относительно этой перемфиной. Такое ограничен! дёлаемъ 
на томъ основани, что, если дается н& разсмотр®Ше интеграль, 
въ воторомъ у одной или у нсколькихь перемфнныхь интегри- 
розавя будеть болфе двухъ пред®льныхь значевй, то этотъ ив- 
теграль слБдуеть разложить на таже, чтобы веяь! изъ нихъ брал- 
ся между двумя только предфлами относительно каждой изъ ше- 
рембнныхь интегрированя п всявй такой интегражь разематря- 
вать отдвльно. 
Фориуяи, воторую имбенъ въ виду вывести, — сяЗдующаи: 


Зуи був 2 


Г. ИИ ГОР 


21 Яма бол я-а а 
КИ 
4) 9 у» 
вы ‚@р 
, (6) 
Фоаа Фонарь а 
К еек. 
а Я л Яуна бу, Яра а 
4 Е. 
4..1 уни 
. К, 4, фе. 


] 


тд антегряроване производится по перемфннымь независинымъ 


Я Я... бр Му Яру. Зе И 25 Чрез Е,,... Ер Ел, 
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К,..,... Е. и Е; означены данныя функци, а чрезъ 8,,... 
8, .» в»... ба, бг-варощи или перенфыныхь интегри- 
ровашя или ахъ функ. 

Предьлы интеграла относительно каждой изъ пережфнныхь 
интегрированя суть Функщи сабдующихь за ней при интегри- 
ровавн персмфнныхь, таяъ ., в х,, суть фунаши остальныхь 
#,-.. 8; предьлы 2; „. и м; .. еуть функщи слЪлующихь 
за 2,_, при интегрировани перемённыхь и т. д; предёлы #2,» 
и х,„ независины отъ каждой чзъ перемёвныхь интегрирова- 
ия. Согласно съ такими давными предфзами интеграла мы 6у- 
демъ имфть предфльное значене кавой нибудь фунещи у при пре- 
ЕВаЪ интеграла 2;, или 2.,, еели поставинъ въ у выфето пере- 
миной т; ея предёльное звачеше т, яля 1.,; мы будем имфть 
предфльное значеше у при предБяЪ интеграла х,_,, изи 9, 
если поставимь въ у сперва вмфето 2, ея предфльное значеше 
Я: Ияы ©, и затЬмь выфсто 2х, , ея предбльное значене 
2.1. ВИ 9, ит. д. мы будемъ имфль предфльное значене у 
при предфяВ интеграла 2, или х,,, вели поставимь въ у сперва 
посяфдовательно вмфето кажлой взъ предшествовавшихь 2 при 
интегрировант перемфнкыхь ея предфльное значене я затбмъ 
вмфстО 2 ея предфльное значене 2, , наи 2, .. Точно такимъ епо- 
вобомъ мы получамъ то предбльное значеше вар!ащи бу, которое 
будеть ямфть мфето при каждомъ изъ данныхь предбловь инте- 
грала. 

Чтобы вывеста формулу (26), приведемь къ (+—1) кратному ин- 
тегралу слдующ $ кратный интеграль 


Зоя  бочая 


Г. Г ГГ. ааа 


Зона Яя ба и 


ды этого возьмемъ т-кратвый интегражь, позагая $ — д==т 


Почта Ябрьз бра 


И] 


Яны Хоа Г. т 


[к оби... 
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Продифференцировавь этотъ интеграль по 4 будемъ пнфты 


Кола Ярда Яузе Фа а } 
8] ] |... | я, Фе, 


Янь оная бои Яна ба 


4, > 
Ри ав раза чара 
ПИ | 
ола 242 аа 2: ба 
Зоя Фоньа Яочаа З-на ЯВ 
Ч ис 
Зал За ба м а 


Тавимь же образомъ получпыъ равенства: 


чья Яуза Г” Вл 


Ч |. Го ал; аа 


ЕЕ а та — 
ат, 

= РЕГ "Г “[кь ат... ар вау 
Я за 8 Яо, у Я, п 2; п 


(28) 


2432 Ярыв ба 


ры | фи, ,.. ва Фа 


отл Зона Ярал бы 


{ 


| 
| (28) 
} 


Одвлавъ 0 зторомъ членф второй заети равенства (27) лосд8- 
довательный радъ подстанововь, соетоящихь въ ззыБнЪ первой 
части хаждего изъ равенствъ (28) равнымъ ей выражен!еиъ второй 
части того же равенства, будемъ имфть: 


4| Г Г... Г клал... в ва 


+12 Моча Яна бума Я 
й 


ааа Ролан база бе 1 — 
4) 
ы Яея Яна Яна бул 
— Е 
= ыы ... { Гклуая,..... ад, „а- 
Ы 


Зона Яна ба брал Я 
ола Ярчая Яуазю брала Яо 


ы , 
| “= „Г [к 0, т. Чт, ь..- Фа, Фар 
. д , 


а 


оз  Яочав 


«ТТ 


Зуи бай Ява Яра а 
ла бучаа Ябозаа ЯРаа Е 
а 

| Г [...[ [ак о И 


Зочал  бочя Яна бы а 


она Яонаи Яра Фрая а 
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ЗВаявь интеграхь отъ обфихь частей равенства по я, между вре- 
алии Ян, поем 


Ха аа 


ГГ" 


пд Яла Яаа бра мл 
Яд бы Я-ча а 
ат. 

— = .. = 
|] [-- .[ | Е, 6, ат... аа 
ба ыы брал ба 

Яра Лочаь Я 


=| Г...Т р В 9) 


= а&=Ы=— = 


та Яна бы 
р . 
ки [= |[ он. „де, и 
= Фы РА 


2 Зил 


— Г [т Ро =к,6 4, 4, т... ар ба, 


И ры и 

Раземотримъ первый случай, когла данные предблы интеграла 
подчинены усзовю удовжетворять уравненю Г =0, изъ котораго 
оин опредляютея. Такъ какъ въ этомъ перзомъ случаЁ равны 
между собою 1$ предфльныя значеня каждаго изъ перемфаныху 
интегрирована, которыя соотазтетвують одному и тому же пре- 
АВжъному значению непосредственно схфдующей за нимъ при нвте- 
грироввийи перемфнной незавасимой, то формула (29) призодитея 
къ такой: 


И 
За бра Яна 
ей `Г. Г " р. . (30) 
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Разснотримъ второй случай, когда данвые предфхы интеграла 
не удовлетворають уравнению Г. =0, Изъ указанной знакомъ / 
нодстановви явствуеть, что во второй части равенства (29) каждый 
{"—1-вратный интеграль, подъ знакомъ р одержить такое пре- 
дЬльное значене варащи ‘„ въ которое вмфстЪ съ перем ннымъ 2, 
входагь (и—2)  переибниихх интегрированы изъ числа (т—1) 
остальныхь. Мо изъ указаннаго въ иачахь этого $ способа полу- 
ченя предфльнаго значеня в» которое иметь ифето при каждомъ 
изъ данныхь предбловъ интеграла, сабдуеть, что при данныхь 
предфлахь интеграла каждое предфльное значен @, есть функшя, 
не содержащая т„такь что даннымъ предфламъ интеграла не 
соотвЪествуеть такое предфльное значеше °, въ которое выфет® 
съ перемфннымь 2; входать (%—2) перем$нныхь интегрировашя 
изъ числа (*—1) остальиыхь, везфдетые чего пре данныхь пре- 
дваахь интеграла и при соотв тствующихь имъ предёльныхь зна- 
ченять @, въ формул, служащей для приведешя ж-кратваго 
интеграла къ (я 1)-кратному, не должно имфть м5ста такое пре- 
дваьное значене этой вараши р которое находится въ подъинте- 
тральной функц каждаго (7—1 }-кратнаго интеграла второй чаети 
равенства {29), & потому въ этомъ равенствЪ (29} такое предёль- 
ное значене зарйащи @,, что всегда возможно, положимъ равнымъ 
нулю, чтобы получить такое равенство, которое служило бы дя 
приведены -кратнаго интеграла хъ (т—1)-кратному интегразу при 
двнныхь предфлахь интеграла и при соотвётетвующихь имъ пре- 
ХВльныхь значешахь 9,, Похоживъ же разною нулю вар!ацио 9, › На- 
ходнщуюся въ подъиятегральной фунЕщи каждаго изъ интегралов 
второй части равенства (29), мы получимъ равенство (30). 

Уннохах 0бЪ частн равенства (30) на дифференцаль каждой 
я3ъ перем нныхь невависимыхь, сзфдующихь при интегрирован за 
2, 0 ®,, и произведя интегрирован!е по каждой изъ нихь между 
предБавми, соототоующиия этой перемфнной, будемъ нить: 


(31) 
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Точио такимъ ще образомъ, канъ равенство (31), выведутся сл- 
дуюия равенства: : .’.. 


Ги = 


и Жал. Эа 


} 
.:- .:. *.. 
р 
А Яд Я ла ый 
а а в == 
} 


2-я Я 


Хъ этимь равенствамъ присоединамъ слфдующее: 


Ик _ 
Г. Г. -[ а 4, ... ду... баны 


р 2) о бы Ша 


(83) 


Г. -Г. СГ "ны. ‚в, 


2, 2ы Я 


4* 
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Сложивъ равенства (32) и (33), позучимь формулу (26), которою 
и будемъ пользоваться для преобразован втораге рола. 
$4. 


Теперь въ заращи опредёленнего интеграла, выражаемой фор- 
мулою [(7) $ 1] сдбавемтъ, преобразования, служания для приведеня 
этой варацш къ виду, удобяому для приложен. 

Формузь [(7} $ 1] чрезъ интеграроване по частямт, привохятся 
въ саздующей: 


=). Г аа. . а+- 


пд о бя а 


ТЕ о, ... @вн- {34) 


ГГ” речь = 


о ба ма 


Еели въ первыхь двухъ интегралахь второй части равенства 
(34) сдЬлаемъ преобразовашн по формулв [(26) $ 3], то будемъ 


ныть: 
Г. Г пы 29.) и... да 


ва = а 
А ав. 
ба я Яд 


+ 


4; 
НР. [№ ... аа 
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Г.Г. еее... аа, 


Яо ба 


Я» а 


тТдВ характеристикою`$ означены ны вармащи предбзовъ 
витеграла +. и я, ,- 
Коэтому 
а 


д9и= -/- р” °/ бат... бе, 


Яра мл 


СГ” ыыы 


2, я 2, й =; П 
р . 
_ ПР аа (а (85) 
та 
- |. | Гы | х; че] 41... @2.. 


2, Я 2 
Часть варацщи, состоящая изъ первыхь двухъ интеграловь и 
отвосящаяся въ предфламъ интеграла м, называетея предбльною 
частью вара. 
Изь формулы (35) весьма просто вывести варащи дройнаго и 
тройнаго ивтетразовъ *). 


*) Вь вашень курсф мы ке поместили вывоха веращи опредфлениаго инзе- 
траха д24 ТАЕНХЬ схучаевь, когдь подъивтегральяая функщи содержит пре- 
яёльныя зяазены исБомыхь фунешЙ илн ихъ произвохныхь, чтобы этимъ 
вывохомь ие увехичить безъ необходимости объема курса, такъ кавъ вопроем: 
© маша илк пафоа въ означенныхь случаяхь приводятен къ вопросяиъ 
0бъ относительныхь шаха кли нувлиа: такить иатеграловъ, которыхь подь- 
интеграхьная функшя хо содержать предфльвыхь эначенИй некомыхь фувещдй: 
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Вь случаВ двойнаго интеграла #==2 п варащя двойнаго ивте- 
„рала будеть такаа: 


„-[` ты Г и и. ВР, [== 


д 2 ал 


2 аа 
аР; аР. 
24 об ая баы , 
о 
2: 


Чтобы представить варрадио двойнаго интеграла въ обыкновен- 
но употребляемомь видё, позожамъ 2.==2, у.==у, согласно съ 
ЭТИМ 15.) 2, =, 1 2. .==9,; ПУСТЬ также у, 


‚9, 4, 
в аа», == ау “> Ры=Рь Р,,- 


тогда варащи двойнаго интеграла представитея такъ: 
2. 9, 2, 
—| Две Деев 
= 9, 2, 9 


Е 99: еву 


89 


тд» 
9... ара. Рыф..- 9) 


Въ случаВ тройнаго интеграла $—=3 и варашя тройнаго инте- 
траха будетъ такая 


ин клъ производныхь. Еронё того въ приложеняхь варашюннаго нечисленя 
въ геометрическимь н механическямь вопросамъ, о тахиииа и пишем 
опрехфленнаго интеграла, хотя и ветрёчаются вопросы, въ которыхь инте- 
трать подъ знакомь {| содержитъ прехфльныя значеня искомыхъ фунищй или. 
нхь производныхь, но большею чает!» бываеть, что этя вопросы, какь во- 
просъ похъ № 16, безъ приведешя ихъ къ вопросань объ относилельныхь 
шахоа и пудинга, —рфшаются ма освоваши формулы [(7) 8 1] ны на осно 
ваш формуть, выведенныхь нами изъ форкузы [(7) $ 1}. 


ый | Доки бы ебли, 
С. 


Чтобы представять варацио тройнаго интеграла въ обыкновен- 
но употребаяемомъ вид, положимь 2,==2, 1,559, и ду=ыи, ©0- 
тлаено съ этимъ ° 


дей» МН зу, ДНУ, Ан, И НЫа; 


ви, _@ а 
Пусть та УИ, рр Вы. и Вр 
, 


= и: Р..=Р„ Р:-=0, Р,.=В.;; тогда варащя 


тройнаго интеграла представится такъ 


а р ь 5 в р 
ги [| [ [одэаеву = | [ ев. о ЕР, дему-= 
я и Я 2 У 2 
{37} 
2: № 
«| [ не ее. доауа 
@х 
я а 


ГД 
ФЕЙ (2 У, в, Ч,» + - Ты Ва +. Рон. + Ча Ти ++ РУ). 


Вь елучаВ, если подь знакомъ Г находнтея одна только функ- 
ця & въ двойномъ ннтеграхВ али одна только фунишя и въ трой- 
вомъ интегралЪ, тогда указатель з можеть быть опущень и ва- 
`аща двойнаго интеграла будеть имфть ТАКОЙ ВИДЪ 
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| Го] озере 


=“ (8) 
| (= ау 
ы == (2, ув, р, 9) 


з вара тройнаго интеграла будеть ныть такой видъ 


Ри | оо они 


(39) 
Г-н 


тд | 
о дуьир, 6”). 


Поередствомь метода Клебша, какъ въ 6 2-мъ, нетрудно вы“ 
вести изъ фориулы (36) варацию двойнаго интеграха, а изъ фор- 
мулы (37) вар?ацио тройнаго интеграла дая такого случёя, когда 
эти лнтеграды подъ зизхонъ 7 содержать частных производных 
искомыхь функ какого угодно порядез, что и показано въ на- 
шей СТАТЬ «0 преобразованёяте в5 варёийи опредиленнето инте- 
зрала» *); помфщать же въ курс» варащоннаго исчиеленя самый 
выводь нфтъ надобности, такъ какъ при вастоящемь состозши 
теор уравнен! въ частныхь производныхь приложена варац!он- 
наго исчиелешя къ рышенно вопросовь о шахшаш и шабиат 
двойныхь н тройныхь ивтеградовъ — возможны, гозоря вообще, зипть 
въ томъ снучаЪ, когда интегралы нодь знаком» 7 содержать зает- 
ных производныя искомыхь функц только перваго порядка. 


*) ХУ томъ Математическаго Сборвива, издаваемаго Московокимь Мате- 
матическимь Обществомъ при Моековскомь УниверситетЪ, 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ. 
81. 


Возьменъ на разсмотраше опредёленный многократный янте- 
гражь и (1),котораго варлащя найдева въ 6 1-мъ лторой главы, Этоть 
интеграль, между его предфлами, принямаеть неопредленное чис- 
до раззичныхь значевй, смотря потому, кавую форму мы да- 
димъ каждой изъ фуикщй у, каждой форм, какая будеть дана 
каждой изъ функц у, будетъ отвфчать соотвфтствующее ей зва- 
чен{е интеграла м (1), такъ зто самъ собою представляется во- 
проеъ: найти тая у, при которыхь интеграль и (1} вызль бы 
шахнпот или шипит между его предЗлами? Дяя рынеша этого 
вопроса разсмотримъ интегражь 07 (3), который быль ззатъ въ 
$ 1-мъ второй главы при отыскати варащи питеграла % (1). Ив- 
теграхь О (3) можеть быть разсматриваемь хакъ фувкщя отъ 
п веБ значены 0 (3), соотв тетвуюнщия значенщямъ $, будутъ нечер- 
пывать вов значеня, который будеть имфть интегражь % (1), когда 
въ него выфсто у, будемъ подставлять различных функцуа оть пе- 
ремфнныхъь интегрировавя, такъ зто вопросъ © нанбольшихь и 
наиненьнихь значеныяхь ивтеграла и (1) приводится къ слЪдую- 
щему: найти такое {, при которомь функщя О (3) ныБла бы 
шахт ихи шинтию. Пусть при === функция О (3) иифетъ 
шахноит или пуйыпит, отвуда сафдуетъ, что при {=== функц у, 
обращаютъ интегралъ % {1} въ шахиипт или пани. Но, чтобы 
при {=< Функции 0’ (3) пмЗла шахиипи изн шИийпиию, какъ из- 
вЗетно изъ дифференшальнаго исчиеленя, нужно, чтобы пра 
}=ю, первая производная О (3) по # равналась нулю т.-е. 


== а 


ва 80; : 
чтобы и= 6, а такъ какъ = би, то въ случа шахнаит 


— 58 — 


изи пшниашт необходимо, чтобы Зи=0. Для отлища шаха 


отъ шлитат, кавъ тавже извфетно изъ дифференщальнаго чечи- 
В 


. #0 
слевйн, сл%дуеть опредфлить знакъ второй производной Я пря 


фа, но этоть внакъ есть знакъ второй варнщя с°%, такъ какъ 
== 

#0 

ав = 
димое дан того, чтобы интеграль # (1) имфль шахт или пипиииу 
изъ этого усломя би==0 выводятся уравнены, елужания для опре- 
дёленя искомыхъ функц, обращающихь интеграл въ шахииии 
эли шнитаи. Второе услове состоить въ томт, чтобы $*и, вто- 
раяхвар!ация интеграла (1), оставаясь величиною конечною для вефхъ 
тВхь зваченй перемфнныхь интегрирования, на которыя распро- 
страняется интеграль и (1), сохраняла одияъ и тоть же знакъ, кото- 
рый и саужить для разлишя шахПиити от шийит. Первое услоше, 
кавъ необходимое, должно выполняться всегда, когда интегразъ им\- 
етъ шахииии или шиилиию; второе же услове можеть не выпохнать- 
са, вторая варащи 6% можеть быть равна нулю, между тБытъ кавъ ив- 
тегразь и имфеть шахниит или пишит. Этоть случай такой же, 
какъ и тоть, когда прн изслВдовашахь шахшит и пийпат, отно- 
сящахся къ дифференщадьному исчисленю, вторая производная 
равна нулю; тогда, какъ извзетно, нужно третью производную 
приравнять нузю, и вывести услоша при предпохоженши, что чет- 
вертая производная сохраняеть знакъ. Такъ сяфдуеть поступать 
в при изелВдованяхь шахиииаш и пуниоот опредфленнаго инте- 
траза и (1), когда д'и=0 т. е. нужно варйацю $3% положить раз- 
ною нулю и вывести услошя при предположения, что 6%% вохра- 
няеть звакь. Если 6%4—=0, то нужно 6% положить равною нулю 
и вывести усломя при предпозожев!н, 910 $% сохраняеть знакь 
ит. д. Но пря совремевнонъ состояи теорн днфференшадь- 
выхь уравневй, изсяфдованы шахнонш“ в шшиват не только мно- 
говратныхь, но п простыхъ ивтеграловь обыкновенно ограничи- 
ваютея тВми выводами, которые вытекають изъ приравниван нулю 
первой варащш и изъ опредфленя знака зторой варнщи при 
предположении, что она не обращается нп въ нудь, ни въ безко- 
нечноеть; что иврочемь и достаточно для области тёхъ вопросовъ 


*. Такимъ образомъ усхове би—=0 есть уелове необхо. 
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© шахшит изи шиыот, которые выФють теоретаческое али 
практическое значене. 

При. выводв язъ ураднешя фи-—0 тёхь, которыя служать для 
опредёленя фувкшй, обращающихь ивтегракь % вх шахунот изи 
шишлат, сяфдуетъ разематривать два схучвя: 1) когда имфетъ иф- 
сто шахриат илз шир абсолятный т,-е. такой, при которомъ 
неизвфетных, какъ 2, и 2;,, Тань и у, удоваетворяють одному 
только условно би==0 и не связаны межлу собою никакимь 060- 
бымь услошемь; ихъ варещи ба,„, дл;, и фу, содержащися въ 
$и, совершенно произвольны и независвмы между собою, такь 
зто уравнеше $и-=0 должно существовать, каковы бы не были зна- 
ченя и форма этихь варацИ; 2) когда имфеть мзсто шахниит или 
пиши относительный т.-е. такой, при которомъ 2; 2. ви 
у, или тб и друме, ром условия диеызо, должны удовлетворять 0со- 
бымь услощяиь, ихъ варащи б2;., би, бу» содержащися въ 
$и, связаны между собою условными уравненями. Въ этомъ вто- 
ромъ случаБ, чтобы получить уравнены, которыя служать ды 
опредлен!я искомыхь функц, обращающихь интеграль въ ша- 
нии или шипа, мы можемъ поступать какъ и въ первомъ 
случа, польвузеь уравнен!ами, котерыя даны, какъ условных, дзя 
искхючен!я помощю ихь такого же числа варки, или вводи но- 
выя неизвёстныя дяя того, чтобы ими удовлетворять усломямъ за- 
дачи; посредствомъ такого исключеня изи введеня новыхъ ие- 
изввотныхь, во второмъ случа, какъ и въ первонъ, вар1ащи, вхо- 
дяпия въ преобразованное такимъ образомъ уравнеше би=0, мо- 
гуть быть равематриваемы, какъ совершенво проиавольныя и не- 
завасиныл между собою функци. Это и будеть показано въ $, 
слфдующемъ за первымь; предметь же перваго $ составляет тав- 
=е доказательство тёхь двухъ теоремъ, на которыхъ основывает- 
ея выводь изъ уравнеын $и—0 тЬхъ, которыя служатъ для опре- 
дЬленя искомыхь функц, обращающиех» интегразъ въ абсолютный 
пахниашизи пнонпот. 

Первая теорема. Чтобы уравнеше $и-=0 имфло мЪето въ слу- 
ч8Ъ абеолютнаго шахнпаш изи шшишиш интеграла, необходямо, 
чтобы въ третьемъ членЪ второй части равенства [(35) $ 4, вто- 
рой главы], коэффищенть прв каждой изъ вара бу, быль бы 
равенъ нузю. 
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Доназательство. Уравнешще би=0 должно существовать, хаковы 
бы ве были значена и форма варацй, входащихь вх $4, е2до- 
довательно. оно долино имфть мЪето и при 97,,=0 и при да; .=0 
и при були; ,) (и) о, *), ТАБ ®, безконечно мазая п 
совершенно произвольная функщя отъ перемфвныхь интегрирова- 
ни,Если же подожимьб а, „==0, бла буит, ,) (2—1, .) 
то нервые двз интеграла второй части равенства [(36}:$ 4-й 
второй главы] исчезнуть и варащя $ приведется къ одному толь- 
ко $ кратному янтегралу: 


21 —1.2 а , 
=]... [ то [ М, ба | ада... да, а) 
О 


2. о Мы а 


Бели предположимъ, что во второй части этого равенства ко- 
эффищенть пря каждой изъ варащи бу не равенъ пулю, то по 
произвольности и независимости. 5, можемъ взять этоть множи- 

аР,; 
тель тавъ, чтобы при М, — Био было бы и ®/>0, а при 
а . 


мк, быв, было бы и в, < 0; тогда интеграль второй ч8- 
сти равенства (1), а сяФдовательно вараци би не будеть рав- 
наться нулю, и услове шахниит или пинга не будеть выпол 
нено. Бъ такому же слбдетвю приведеть предположеще, что 
воэффищевть при каждой изъ нзкоторыхъ бу, нии при одной тодь- 
ко изъ нихь не равняетсв нулю. Такимъ образомъ, чтобы ди=0, 
необходимо, чтобы в0 второй части равенстеь (1) коэффишенть 
при каждой изъ варащ бу, равнялся нулю. Уравнен!я, получае- 
мыя на основани первой теоремы, относятся ко вебмъ зкаченямъ 
перем$нвыхь интегрирован, на которыя распространяется янте- 
трахъ, и называются удавненями мавными или чеопредъленными“ 


*) Въ слузаф, когда въ интеграл и подъ знавомъ { кроиё перемённыхь 
независимыхь 2,, 1,„. 2; и ихъ функшй у, у,,..9,Входять производный У, 
Узне У, 10 2, 5„..я; какого угодно порядка, —слфдуеть сяфлать таное подо- 
звене: буи)": |)”, ГВ ча, воть высш порядокь изъ тБхъ, 


которые инфютъ провзводныя фунешин у, пох; 
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Виорвя теорема. Чтобы уравнеше ди==0 имфзо ывето въ слу- 
48$ збеозютваго шахипии или шиитдии опред леннаго иатегража, 
необходимо дходженз быть равенъ нулю: коэффаященть при каждой: 
изъ вааще, вкодащихь въ предфльную часть ваМащи интеграла, 
опредфъхяемой формулею [(36); 8 4 второй главы]. 

Доказательство, Велфдетые первой теоремы предфдьная часть 
верну 4, опредфавеной формулою [(35) 6 4 второй главы], про- 
зодитея къ сумм двухь интеграловъ 


= | ... [ ель. ат, 
ал и а 
(2) 


ив 


ы и а 


ЕР а... 


Нетрудно доказать, что, такъ кавъ варащи 62, в 6, мевду 
собою независимы, то и предбльныя ихъ значены: 


а ° 
т [= | 
также нежду собою независимы. Въ самомъ да, положимъ 
Фив) аб буре, до, , 


тв Е, Ва) 9, @,, буть совершенно произвольный и незави- 
симыя между 60б0ю функщя отъ 2, #.,... 2; а, ве содержащя 
1. Тогда 


Дичь Г, аж ыы, 2), 
ты, и ИЯ 


Откуда слбдуеть, что, такъ какъ функ 1,., Вю, ©,,, меж= 
ду собою независины, то и предфльныя зваченя заращй дл, и 
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$, такще между собою независимы, & потому равенство нузю ко- 
эффищента при каждомь изъ предфльныхь значенш варацй [9 
бу, мы виведемь изъ уеловы ди==0 пользуась премомъ, который быль 
укотребленъ дя доказательства равенства пулю кооффащентовь 
при каждой изъ варацщий бу, въ равенств8 (1) *). 

Уравнев!а, выведеннызизь уелова би=0 на основан второй 
теоремы, относатся къ предфламъ интеграла и называются яре- 
9ъльными уравненями. 

Условя, которыя должны быть выполняемы при отнскави шах]- 
шош и шпишит опредфленныхь интеграловъ, бываютъ трехъ ро- 
довъ: 1) функщи, обращающия интеграль въ шахйлиш или пин 
тиш, должны быть таковы, чтобы каждый изъ другихь данныхь 
интеграловъ, содержащихь тёже функци, сохранять данную ве- 


*) Въ случа%, когда въ интеграхь м, подЪ звавонъ Й вромё перемфнныхь 
везависиныхь 2: 2,,..й; и вхЪ ФуншЯ у, У, входать пронзводныя. У, 
У... , ИО 2, 2ь,.. 0; БОЖОГО угохно порадка, варящя 4% посредствомъ методь 
Елебша выводится изъ варвщи такого интеграла, въ который, подь знв- 
вомъ |, хром порезфиныхь независимыть 2,4. 2; и экъ фувьуй У, Ув 

,-ВХОДЯТЪ Пронзводный У, У... 9, ИО 2... Я;тОлько перваго порадка, 
Элоть выводъ, при преобразованаяхь втораго рода по формул» [(26), 8 3-й 
второй гаавы] призодитр въ заключентю, что въ предёльную часть вара 
8% вромб 8х; и ду, входять производныя предфльныхь значен ву, по 2; и 
Выси!Е порздокъ этихь производныхь есть ж,—1, есхн т, будеть высш 
порядовъ изъ тфхъ, которые имфютъ прочаводны фунвши у, по м; ва нодъинте- 
тральной функши инсеграха и; поэтому въ случа $, когда ръ натеграль и, подъ 
звакомъ |, кромф перемфнныхь неззвисиныхь #,, 2... Я; и ихъ функцИЕ У. 
9=.9, ВХОДАТЪ производных у;, Уз и Ш, ПО #,, 2 Я 2; БАКОГО угодно Порадка, 
мы докаженъ вторую теорему, дфлая тая положёня: 
сперва 


Зри) 
а С 
за твыъ посяфдовательво 


Ша): И 


к 


Е О Се и ЗЕ ие 
Фед 
и пользуясь при каждомъ изъ такихь ноложенй тфыъ шремомъ, который 


быль употреблень дя хохавательетва равенства нулю коэффищента при каж- 
доВ изъ вара ду, въ равенств® {1). 
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личину; 2) функции, обращаюния интеграхь въ шахириш или в1- 
пнвтий, дозжны удовлетворять даннымъ дифференщальнымь урав- 
ненямь, а варащи этих функц ураввензмъ, пронсходящимъ 
оть дифференцированя данныхь уравнен! шо характервстикв А 
т, е. отъ такого дифференцированя, по: перем$ннымЪъ, въ не!о 
входащимъ, въ результатВ ротораго выЗето дифференщала каждаго 
изъ перемфнныхь поставлена его варащя или въ результатВ ко- 
тораго характеристика # замфнена на Л; 3) предёльных величины 
хакъ перемфнныхь независимыхь, такъ и ихъ фунёц!, обращаю- 
щихъ интеграяь въ тахипат или пидипат, должны удоваетворать 
даннымъ конечнымь соотношенямъ, & варацщи тЪхъ же предёль- 
ныхЪ величикъ уравненяытъ, происходащимь отъ дифференциро- 
ван даиныхь соотношенй по характеристикВ А. - 

Раземотрфте перваго изъ этихъ родовъ условй еоставить пред- 
метъ саБдующаго 8. 


$2. 

Пусть 9, &, 8,,... в, будуть давныя фузкци отъ перемфаныхь 
независамыхь 2,2... Я, Я, ихь фувкшй у, у... 9, В 
производныхь этихь функц! перваго порядка отвоентельно &, 
2,,..: И; каждан изъ этихъ производныхь, согааено обозначению 
$ 1 второй главы, выразится такъ 

в. = 
7 бт 


Похожныь, что давы интегралы: 
да „Ща 22 ЧН 
„- |... [ры Чт, № | ... | Чт, ... Ча,... 
Ч, и: т: а 

2, Физ 

«=| ... | 0ь@л .. . 9%. (3) 
я: 2:1 

Требуется найти функции у,— така, чтобы оны обращали инте- 
траль & въ шахниши пли шипит при условш, зтобы каждый 
изъ ивтегразовь \,.. ;, содержащих» эти ще фуньци у,, ©0- 
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храняжь опредёенную и конечную величину дзя вобхъь тбхъ пе- 
ремзнныхь интегрирована, на которыя распростреняетея какъ 
интеграль 4, тавъ и каждый изъ интеграловь %,.., и». Пусть 


и — и, №—4.,... № = @,- &) 


ГВ @,... @, постоянныя данныя кодичествь; очевидно, что число 
® должно быть по крайней изрв еднницею мене 5. 

Цокажемх, что предложенный вопрось приводится къ вопросу 
0бъ збеолютномъ шахшиат или шшниат опредфленнаго интеграла 
Дая отого возьмемъ интегралы: 


х.. Хы х,, Ж 
0- |... [7ах... ах, п, [... [уах.. ах... 
х., ‘ха х. ‘х. 


(5) 
СХ.  Хь 
й—= . т. 4х,,... ах, 
х. 
относительно Х,,... Х, которыя выражаются равенетвами [(12) 


$3 первой главы], Предёлы каждаго изъ интегразовъ (5) полу- 
чатса точно также, какъ предблы того интеграла 03), который 
быль взать въ $ 1 второй главы при отыскащи варащи опредф- 
леннаго интеграла. 

Подъинтегральныя функщи 7, Т,, 7,,... У», относительно 
Х,-.. Х, ихь фувьци У... У, и производныхь этих фувьгй 
перваго порядка по Х,,... Х, еуть точно ташя же функцы, ъакъ 
$, 9... Ф% относительно 4,,... 2», ижь фунышй у, у п 
производных этихъ функщИ перваго порядка пот. |; Функщи 
1,... У, выражаются равенствами, изъ которыхь каждое мы по- 
дучимъ изъ равенства [(14) $ 3 первой главы], возетановивъ въ 
немъ выфсто ©, в... и,... соотефтетвение превшя значены У, 
877,... 271... и зазмь постввивь „а, Дн У, намфето 8 ра 
и 7, такь что 


ЖуИКХ,... Х) +, .. Х) + 


вы А... Х)-+.. А итдх, ‚.. Х)-+... 
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Интегразы 0, 0.,-.. 0) (5) могуть быть разематриваемы, какъ 


функющи отъ независямыхь между собою параметровъ &, &,,... & 


0-Е... 6), Ц-ЕЕ,,...6), ОНЕЕЦЬЬ, 4) 8) 


и предаоженный вопроеъ приводится къ такому: между тЪыя во- 
личинами пзрамегровъ $ &,... {, при которыхы каждая изъ 
фузкый 0, 0,,... Оь (5) сохраняеть опредЪаенную данную 
величину, найти тавя, которыя обращаютъь функдю О въ шах!- 
шит взи пипновт? Этоть вопросъ р»шается по извветнымъ пра- 
вилаиъ дифференшальнаго исчислен!я; пусть искомыя зелячины 
иараметровъ будуть: 


та, аа... Ва, 
Тавъ какъ по равенствамь (6) 0, 0, 0,,... Обь при в=а, 
=... & Ея, обращаются соотвфтетвенно въ \, %,... м» 


то р5шен!е вопроса прводитея къ отысканю абсолютнаго шахнпит 
иди шва суммы, которую озвачимъ чрез Г 


Т=инеи нем, +. Ночь (1) 


тд с., с,,... 6, произвольныя постоянных; он доазжны быть 
такъ опредфлены, чтобы па счеть ихЪъ быди удовлетворены урав- 
неня (4). Такъ какъ сумма Т (7) есть опредьженный интеграль, 
то п выходить, что рёшеше даннаго вопроса приводится къ отыска- 
вю абеолютнаго шахниот или пивииот опредфленнаго интеграла Г 
{7). Въ этомь способё рёшеня даннаго вопроса и состоотъ ел8- 
дующ способъ Эйлера. 

Дая зною, чтобы найти таалтиит чаи тёийтит  опредъаеннаю 
интеграла и при условш, чтобы друме данные интералы и,... и, 
сохраняли постоянную и данную величину, надобно искать абсолют- 
ный татенит или тетатит такою интефала казз Т (7) % затьмь 
опребълить произвольныя постоянныя с,, с,,... с, тать, чтобы на 
счетз ихз были удовлетворены уравненя (4). 

Остается только показать, что отыскаше абеохютнаго тахипет 
вли пупа такого антеграза какъ Т (7) приводить къ полному 
рёшеню даннаго вопроса. ДЪИиствительно: во 1-хъ уравнешя, 
служани для опредблев!я искомыхь функц, получаются изъ урз- 
внени 570, а потому въ функщи у„ опредбляемыя изъ этить 

ь 
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уравнейй, войдуть произвольныя постоанныя с,,...с» которыя 
и будуть опредфлены такъ, чтобы на счетъ эхъ выпознались урав- 
неншя (4), з потому интегралы %,, и,,... %» будуть сохранять дан- 
ную постоянную величину, во 2-хъ ведфдотые того, что и,, и,,... 
ч, пывють постоанвую величину, сумма произведен, си, + 
—=ем,-н...-5си, будетъь такс везачина постоянвая, з потому 
ть фуныие у, которыя даютъ наибольшее или нвимевьшее” зна- 
чене интегралу Т (7), обратать въ тшахНиит или пиоитила анте. 
граль м, п данный вопросъ будетъ впознЪ рёшенъ. Этотъ вопроеъ 
содержитъ въ себЪ, какъ частный случай, каждую изъ задачъ, ко- 
торыя извфетны подъ именемь задачз изопериметрическить в изъ 
хоторыхь первая и простВйшая, какъ известно, такая: найви кри- 
вую, которая, при данной длинть, отраничиваль бы наибольыную пло“ 
чцадь? ВпослЪдетыи значев:е изопериметрической задачи было 060б- 
щЩено такъ что и данный вопроеъ называется также вопросом 
изопериметрическимь, для ръшена такихь вопросовь Эйлеромъ в 
быль давъ доказанный нами его способъ, котораго выводъ изло- 
женъ этимъ великимъ геометромъ въ его интегральномъ исчиеле- 
ню довольно сложно помощю радовъ. 


$3. 


Разсмотримъ второй родъ услов!, которыя должны быть вы- 
волняемы при отысканн относательнаго шахниии ила шлет 
опредфленнато интеграда. 

Пусть данъ интеграль в 


„|. ры. @х, (8) 


ел 2:1 
вотораго подъинтегральная функшя 9 содержитъ, кромф перемфн- 
ныхъ интезрированя 2.,...2, ихъ фувкц!а у, & производныя этихъ 
функц у, по 2,,...2, перваго порядка; эти производвыя, с0- 
тдвево обозначению $ 1 второй главы, вообще, предетавятея такъ: 


Требуется найти шахпиит или пуапииш интеграла и `(8) пря 
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Хедови, чтобы функщи у„ обращающия пнтеграль # въ шахипат 
вли ша, удовлетворяли бы уравневямь 


0 9,=0... фь=0 (9) 


содержащимъ кром%. перем$ннихь овтегрированя. 4,,...2„ ихъ 
функции. у, и производныя этихъ функцИ под,,... 2, перваго по- 
рядка; варащи функц у, должны удовлетворять уравнешяиъ, 
происходящимъ отъ дифференцирован!я уравненвй (9) по характе- 
ристикЬ А, т. е. уравнев!яыъ 


Ао, 9 (10) 


{7 ' 
Но везфдетые уравненя (9) 5, Ах,—0, а потому на основа- 
“ 


. Ау 


ни форыуть [(18) $ $ первой главы] и [2965 первой главы] 


и в еплу того, что бр, = Ей уравненя (10) приводатся 5 та. 


хииз, которыхь общая форма будеть 


49. 9, _ . 
ВВ арг (11) 


тдф звакъ У, означаеть сумму отвоситезьно указателей 1, 2, 3,...5, 
а знакъ У, означаеть сумму отвоебтельно увазателёй 1,2,...1. 
Очевидно, что # должно быть по крайней иБрё единице енЗе з. 

Такъ вакъ би==0 есть уелове, необходвмое для того, чтобы 
интеграль и (8) пыль шахилитм пли тнишат, то, если возьмемъ 
варацию интеграла и (8) во формудЪ [(34) $ 4 зторой главы, 


икфя въ виду, что ре есаи эту варащю би приравяземь 


нулю, то будемъ ныфть 


дао ба 
= |... ГеббЗан,... ве + 

{ и та (12) 
Зал г . (а ) 

С | Аи. + 


5* 
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. ба а р а(”.) 
р ар... аа 


2 а 
Есан уравнеше (11), по ужноженш его ва неопредленную фувк- 
цю ль, просуммируемъ по №, то вслздетые уравнения (9) оно прич 
ведетен къ такому: 


а [ма 3 2 Вау, | 
у К | 
=“: @т; 


= 


{13) 


а.) 
а 
ел мае 91 —$ ое м о 


@у, ь 
Есаи ко второй части равенства (12) прибавимъ интеграль урзв- 
нен!я (13), то получиыъ 


2 а 
= [| ... отрава а,,, „ен 
. 


и 


а 
тая (ль в, 
= |-. [> р Мм ИМ да, дис 


2 ЖА 
а 


Гена 


и гл 

4 181) 
Е ; 
а И, 


или полагая 


ЯНА = и, 4 ря (14) 


я ба 


= |. ‚ем... .. 4, (15) 


м 4:2 
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будемь имЁть 
$=9 15) 


"-[“ ИВ а, и... а. | 
| 


-[. [а ы а... а 


=. ро аи, аа, . 92, 


Нетрудно докавать, что мы можемъ удовлетворить условно $70, 
полагая равнымь нулю коэффищенть при каждой изъ варацй, 
входящихь въ первую часть уразвнен!я (16). Въ третьемъ члев® 
варащи 67 (17) козффащенты при # варащяхь бу, когутъ быть 
позожены равными нулю ва счеть & функц А„, остальныя 3—й 
вараци бу, бухуть уже совершенно произвольны и между собою 
везависимы, & потому, равенство нулю при каждой изъ этихъ оеталь- 
ныхъ $—й варащИ бу, выведется язъ уезовн 2 УУ-=0 точно тавже, 
какъ была локазана первая теорема въ 5 1-мъ этой главы. Равея- 
ство нузю коэффищентовъ при кЗЖдой изъ варйащий, входящихь вх 
предёльную часть варашй 577 (17), выведется изъ условя $ 0 
точно также, какъ доказана вторая теорема въ $ 1-мЪ этой главы, 
узиъ какъь веф вараци, входнийя въ предёльную часть варатн 
$У7, (17) совершенно произвольны и между собою независимы. 
Чтобы это констатировать, стбдуеть только доказать, что параши 
$/„ хотя н удовлетворяють урэвненяыъ (11), но нри предё- 
чахх интеграла т, п т, совершенно произвольны и между со- 
бою независимы. Главныя уравнев!я ехфдующия 


тв 


= —0,.. . №, = —0 (18) 


Эти уравненя (18) визстВ съ уравнеюями (9) и служатъ для опре- 


= — 


рвлен!я функий у, и ^,. Въ случаВ многократнато ‘интеграга 
функц у, и Х, опредфазются системою совокупаыхь дифферен- 
щзальныхь уравненй въ чаетныхь проязводныхъ, говоря вообще, 
отораго порядка (18) п системою А дифференщальныхь уравнен 
въ частныхь производныхь перваго порядка (9); функц у, в ^,, 
такимъ образомъ опредёленныя, будуть содержать произвольныя 
фуньц, изъ которыхь какую нибудь вообще мы означимъ чрезъ 
=„, разумВз подъ 2% каждое изъ пфлыхь чиседь оть 1 до ж—чи- 
сза вебхь пронввольныхь функц, входящихь въ у, п А; велЪд- 
стые ‘интегрированя уравненй (18) и (9). 

Въ случаВ проетаго интеграла функц у, и ^, опредьляются 
системою з совокупныхь обыквозенныхь дафферевщальныхь урав- 
нен!, говоря вообще, втораГго порядка (18) и системою # еово- 
вупныхь обыкновевныхь дифференщальныхь уравнен\ перваго 
порядка (9); функци у, и ^,, такимъ образомъ онредёляемыя, со- 
держать првизвольныя постоянныя, изъ которыхь хакое нибудь 
вообще мы означимт также чрезъ о„, разумВя подъ # каждое 
изъ цфаыхь чисель отъ 1 до ж—чиела вехъ произвольных по- 
стованыхь, входящихь въ у, и ^, веддетве интегрирован! урав- 
нев (18) п 49). 

Если теперь чрезъ 0, у, озназимъ ту часть усфченной вараци 
у» которая провеходнть только оть нзыфневм формы у, по от- 
ношеню къ аи; то будешь инфть 


ау. 
, 1 р 

Но уравневя (18) я (9) онредёлають форму каждой изъ функ- 
Ш у, по отношенно въ количествамь о„ п эта форма, которую 
„веть внтегрирован!е уравненй (18) и (9), остается неизмюниёю, 
каковы бы не бызи измфненя функц! у, при кавдомь изъ пре- 
дВаовъ интеграла т, и 2,.; откуда слЬдуеть, что 6,9, ира каж- 
ломъ пзъ предфловъ интеграла 2,, и 2,, не имфеть ыбетв, велёд- 
стые чего усбченная варащя бу, при каждомъ изъ предфловъ ин- 
теграла 2,, к т, предетавитея такъ: 


ия ры мы, „9 


Фуебу,- Х 
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Вараци фа„ тождественно удовлетворяютъ уравненямъ (11), по- 
этому эти уравненя (11} не могутъ служить осповашемъ къ вы- 
воду изъ нихъ какой бы ни бызо зависимости между варащния 
8=„, такь что варащи ба„ совершенно произвольны и между со- 
бою независимы, п ТАКЪ какъ число изъ не иенфе 26, то фор- 
муламн (19) и доказывается, что верали 


Ча Я а 


2 г. х 
[ыы [.-. [г 


совершенно проязвольны и между собою пезависины. 

Такимъ образомъ псвомыя фувкщи у, и ^, опредБляются изъ 
уравнений (9) и тёхь (18), которыя получаются приравниванемъ 
нулю коэффещентовь при каждой изъ заращи бу, входащахь въ 
первую часть уравнешя (16); откуда сафдустъ, что введешень # 
новыхъ неизвЗетныхь ^, рЬшене даннаго вокроса приводится къ 
отысканйю абсолютноло шахипию или шийиию ивтеграла 7 (15), 
содержащаго, подъ знакомъ { Ё такихъ множителей ^;, которые 
опредфляютея тякъ, чтобы на счеть ихъ удовлетяоразись уравне- 
вы (9). Въ этомъ способ рёшевя ланнаго вопроез и соетонть 
сяБдующ способъ Лагранжа, данный этимъ веливимь геометроиъ 
безь доказательства: 

Даз поло, чтобы найти относительный толлтит или ттйтит 
инлюрала и (8) при услови, чтобы функийи у, обращающия инте- 
зралз и (8} в5 тазимит иди тбтипит, удовлетворяли уравненямь 
{9), в вари этихь же функий у, уравнешямь (11),--надобно 
искознь абсолютный тахйпит или питит такою интеграла, как 
И (15), и кз уравненямь, вытекающимь изз усло С Т-е0, приесов- 
димить уравнешя (9). Остается показать, что отыскаше абеолют- 
наго шахниию паи ириот интеграга И/ (15), содержащаго, полъ 
знакомъ { ® такихъ множителей ?,, которые опредфляются такъ, 
чтобы на счеть ихъ удовлетворялось уравнения (9), -приводот» къ 
полному рёшеню даннаго вопроса. Въ самомъ жблЬ во 1-къ вез 
сте ураввев! (9) функц у, дающая тахнопи ли пиши эв- 
тегралу 7’ (15), обращають въ тахииии изн пиаииот ивтеграль 
и (8); во 2-хь тавъ какъ внтеграль в {8) обращается гЪъ 1шаз- 
шаш паи што, то би-=0, а велвдетые этого иыфютъ мфето я 
‘ураввеня (11), тажъ какъ 6 70 и фи-0. 
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Иктегрироваемт уравнев!й (18) и (9) получаются множители 
^,,...Аь которые разематриваютея вообще, какь функщи отъ 
2,,... 2, в От 9,,... 9; при вывохдВ варащи каждаго изъ мно- 
жителей ^,,... ^,—елбдуеть имБть въ виду, что составъ каждой 
изъ функц ,,...»^, по отношению въ 2,,...1; и въ у... 9, 
опредБляеный уравнещями (18) п (9), не подлежить изыфнен1ю, по- 
этому варящшя кождой изъ фувкцИ ^,,... А, найдется какъ ва- 
раша фунющи, которая своего свойства не изыёняеть, но содер- 
явть перемЪниыя 1,,...2; В у,,... у, подлежащя варащонному 
изыфнен!ю. Такимъ образомъ варащя каждаго изъ множителей 
№,...Ль по формул8 [(85) $ 6 первой главы] представится такъ: 


3А=Е 99 Ах, + Я, (20) 
тв 
Ф, 
=, 21 
9 ау, 8 (21) 
Если уравненя (9) не будуть содержать проязводныхь фуньци 
9, по я,,... х, то уравнешя (11) будуть тавшя: 
995 - 
х = 
ау, у 


Въ этомъ случа дли рЫшен даннаго вопроса слБдуетъ опредЪ- 
лить тая функцш у, которыя обращають интеграль м (8) въ 
тахниши ман пит а ‘довхетворають ураввевамъ (3), не ©о- 
держащимт, производныхь фунищй у, по х,,... 2, при убслови, 


что заращи бу, удовлетворяють уравненимъ % 4, в, =0. Дая 


° ау, 
опредфлен!а такихъ функц у, можеть служить тоть премъ, ко- 
торый обыкновенно употреблялся до того временя, какъ сталь 
извзстенъ способъ Лагранжа. Выразивъ поетредетвомъ урзвневй 
 @ ВИ . 
х, а $9. —0 & варащий Фу, голожимь бу,,... бу» въ функщахь оть 
В 
оть остальныхь з—й варащй бу,.,,... бу, вставамъ нзйденныя 
выражешя бу,,... ду, въ уравнеше (12); тогда всё вараши, вхо- 
Аше въ преобразоваяное чрезь эту подетановку уравнене би 
будуть совершенно произвольных и незавяеймыя между собою 
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фувкщи оть 2,... 2; приравниване вудю воэффищентовь при 
каждой изъ нихь даетъ уравнены, которыя вифств съ уравневями 
(9) в будуть служить дя рёшеня даннаго вопроса. 


$4. 
„ Раземотримъ трет рохъ услов!, которыя должны быть вы- 


полнаемы при отыскани относительнаго тахнаша или пионавт 
опредёленнаго интеграла. Пусть данъ интеграль + 


не. вн, (22) 


вотораго подъинтегральная фунащя © содержить перемфнныя инте- 
трированйя 2, 2,,... т, ихь функц у... 9, и производныя 
этихъ функщИ перваго порядка по перемфннымъ интегрированы; 
требуется найти тахтици или шшнпит интеграяа % (22} при 
условш, чтобы каждый изъ двухъ предБловъ интеграла и и функц 
у, удовлетворяди # уравненямъ: 


Е И. 
[вы -2ь иеесуряо... [щие о и... оно 
(23) 
Я: 1 =: 
$ (2-2. 9) 0... [ся НЕО, 


тдБ функцш {, которыхь число не боле 3, аввымь обра- 
зомъ содержать перемфнныя интегрировашя и ихъ функци у, 
варащи же предёловъ 7, и х,, н фуньщИ у, пря кЗЖдомЪ изъ 
этихь двухъ предВловъ подчинены условю удовлетворять уравне- 
вамъ, происходящимъ оть дифференцировашя уравнен (23) по 
харавтеряетиЕ А 
ди = 
ие: а, 
Уз 


= Ах, + 5, м ти =0... еее ва, 3.9 


зу —0 


х 


= 
у 5.. И Г —$, ау 
, 


О 
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Если посредетвомъ уравнев!й (24) для каждаго изъ двухъ пре- 
ДВлОвЪ 2, и 2,, выразимь # варацй Фу, въ функщи оть осталь- 
ныхъ вар1ащ! и найденныя выражена ветаванъ въ предфльную часть 
зарецщй Фи, то веБ варащи, которыя войдутЪ въ преобразованную 
чрезъ эту подстановку предфльную часть Фи, будуть произволь- 
ными и независамыми между собою функцщаями; приравнивая нулю 
коэффищенты при хаждой изъ нихь, полузимь предёльныя урав“ 
нен!я. Если эти предфльные уравнен1я ьмфстф еъ уравнешями (23) 
присоединимь къ главнымъ, то получимъ всЪ уравневыя, служашиа 
для опредфлешя искомыхъ функшй. 

Выведемъ предфяъныя ураввешя для того случая, котда инте- 
гралъ подъ знакомъ Т содержить одну только функшю, обращаю- 
щую интеграль въ шахииат или шНиии и удовлетворяющую 
уравненю 


У= Е, (2,1,,... 9) (25) 


при каждомъ изъ двухь предёлонь интеграла а, и х,‚,, поэтому 
можно для сокращен!я письма второй указатель при х; не ставить 
при слБдующемь вычнелени. 

Если положимъ 


— Чу у 
РР р В (26) 
то подъянтегральная функщя х представится такъ: 
Же т... бу, ри рн... 20. ВЕЕТ] 


яфференцируя уряввеше (25) по‘харавктериствкв А, получимъ: 
гр уя УГ: рвктер: у 
РАз-н р.Ая, +... РАФ, + бу = 


{28) 
ЧЕ,. вЕ, аЕ, 
= т А&-— а АЕ а‘ А5„ 


Варащя 2 по формул [(85) $3 4 второй главы] приметъ такой 
видъ: > 


Яна аа Та 


“Г сода, и пера а, (09) 


2 ба 


ГВ 
х 45, Чт, - 
@- 242. &— Р_,— 2 2) (30) 
аР, _аР, аР_, АР, 
Н Ут Те, 
Изь уравненя (28) находимъ: 
% == р) &и-н (7 —р -) 45_—,+ {310 
ЧЕХ, 
(= — в», 


По ветавленш ИзЗЪ этого равевства выфсто вар!ащги бу ея величаны 
зь выражене С (30), оно приведетъ къ такому: 


4. [ 
= Р——... г в) [ г в) Аа. 
аЕ 
_ в.) Ах_, + (= — ‚м. {32) 


Такъ какь искомая функция у, обращающая интеграл % (22) 
вЪ шахипит или шит, удовхетвораеть уравненню (25) при 
каждомъ" шеф двухь предфловь х,, и х,,, то Жифферевнароване 


уравненйя (25) то -важдой изЪ перемфиныхь 2, #,,:., хм, -„, веть: 
к, , Че фи, @, “о 
Ч * в РР, ›—. 
46%, Ес, 4. _ -- Яхт, 
9%, _, = 4х, 4х, в Ве 
иль 
а; — _ аа, _ ) 
Е, = 2). 
ЧЕк, 4 (ЯВ, 
д. Вы — ее : р) . (33) 


Есдр въ выражени С (32) первую часть каждаго изъ равенетвъ 
(33) замфнихъ его ‘вторею частью и примемк яо внимане, что 


фе, 4х. 
ак. —#_ Ат _., 


при каждомъ изъ двухъ предёловь 2, п 9,,, то позучимъ: 


вал — 


— 16 — 
__ Ех, @х, (ах, 
в=% [Ре —) (= —в)Р.—— 
ах, (ак, 
(ав). 
Занфняя въ этомъ выражен @ вторую часть каждаго изъ ра- 
зенствъ {33) его первою част, получныт: 


В ах, ЧЕх, 
@= аа в.в). (== — —. )--..- 


Аба 


Ветавдая эту величину въ выражене вари и (29), будемъ инЪть 


Я Яра 


Г Дика 


р Я 
(38) 


а 
+в (= 2,2... == ... Гуа... в, 
& 


Варйаци, входяшёя во вторую часть этого равенства (34), совер- 
енно произвольны и между собою независимы, потому изъ усло- 
ва $и == 0 вытекаютъ таыа уравнения: 

Главное: 


ЧР, а, ое 
Ноа р. 0 6) 


и предфльныя 


а 
" а. 
[[>= в (вы —..)-= ...н 


Я, 
«в (в-в)|-° 


(36) 


Жо — 

къ воторымъ слБдуеть присоединить уравнешя 

#» а 
Дор Вебиьль. поздно а у оби понад, 

Изь уравненй (35) и (36) вызедемъ главныя и предфльныя 
уравнешя для слфдующехь трех случаевъ: 1) при $ =1, 2} при 
1=2 и 8} при :=3. 

1) По формул [(8) $ 2 второй главы] варашя простёго инте- 
грала и 


=, . 
® = [м (87) 
ыл 
въ котором =, 9,2), будетъ такая: 
р р 
$ = [= --Р.4у) [ль (— а) 
= д, 


откуда езБдуеть, что въ случа® шахипаш или шиышот интеграла 
% (37) при условны, что искомая фунеця удовлетворяеть уравнен!ю: 


= =, 
Л [9—Е(@)] =0 при 2 =х, и | [У—2,@)] =0 при #==4, 
изъ уравненй (35) я (36) получаются: главное уравнене 
Ш =0 (38) 


и предфльных ураввев!а 


Пена) ее, 


т — Ков йь 0. 


2) Но формул [(36) $ 4 второй главы] варГащя двойнаго ивте- 
града и 
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РИ 
® =| | 4х йу, .(40) 
в. ва 


въ которой + =, у, 2, р, 9), будеть тавая 


„| “вузов ый “| А 2 
2, 9 

откуда сафдуетъ, что въ елучав шахиоаш или шит интеграла 

4; 40) при услови, что искомая функця г удовлетворяеть 


| [2 — В, (2, у}}==0 при уу, 1 /. — 2,5) ] =0 при у=у,. 


изъ уравненй (35) и (36) получаются: главное уравнене 


аР _ 909 
в = =0. (41) 


и предфльныя уравнева 


Дер Пе 


+0 (4 — «| = Де Ее И Еее. 


3} По формуль (39) 4-го $ второй главы варащя тройнаго 
интеграха ` 


7: 9 Я: 


== „| | | 9 Я 49 да ` (43} 
. у 2, 9 в 
въ которомъ э—( 9,2, 1, 2,4, "), будеть такая 


2, ‘у, 


ны Г / (ао ыы 


о а 


— п - 


РЁ 
СГ [мар 99 ав 
‹ | | (> и & 9х Чу 42 
я я 
откуда слФдуеть, что въ случа шахиваш или шшииит интегра- 


18 (43) при усломе, это искомая функщая 5 удоваетвораеть 
уравненйю 


2: Я 
[-Ебву Эр при ви, и [Вдоль при аа 
изъ уравнев! (35) и (36} получаются: главное уравнеше 
о (44) 


и предфльныя уравнешя 


Пион 


Пе - 9-е 


[изд 


2: 
[екон 


$5. 


-Въ этомъ 8 изъ приравниваня нулю зараце простаго онте- 
грала, опредБляемой по формул [(18) 2-й $ второй гаавы], вы- 
ведемъ предфаьныя уравневя въ случаяхь, нвиболфе ветрачаю- 
щихся при рёшеным вопроеа о шахивим пли шНйпию простаго 
интеграла. 

Пусть данъ простой интеграль 
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Е 
и [ом 
2 


а а" 
о Р(ь в. 
Изь приравниваня нулю вараци 6% опредздяемой по форму- 
3% [(18) 2 $ второй главы], получается непосредетвенно главное 
уравнеше 


и (45) 


г 
я = 0 6) 


которое, говоря вообще, будеть дифференщальное уравнеще 2% 
порадка, общий его интеграль содержитъ 2 произвольныхь посто- 
ннныхъ и представится такъ: 


9— Ра, а, ...9,,} 


мы поквжемъ, кавъ произвольныя постоянныя в а,... @,, опред 
даются изъ предёаьныхь уравневй, которыя мы выведемъ изъ при- 
равнизатя нулю предфльной части варащи 9%, опредьляемой по 
формухь [(18) 2 8 второй главы] въ саЪдующихь случаяхъ. 

1} Аз случаю абоолютнаю пиайтаию или пататит  простоло 
интезрала (45). Въ этомь случаЬ предЪлы интеграла д,, 2, и пре- 
Е] 4"у 
жа 
менно проязвольны и незавивямы между собою, поэтому на буденъ 
визть таюя предфльныя уравнетя 


ово в= и. оно =0 


Е Е я Ел =, 
ооо в 20... Рон вое 


тдз для краткости положено: 


дфльных значеня у, не даны, а вааще яхъ совер- 


(47) 
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ар, „-— 
РАЕР, баб. Е 

ар г „ 
ре р.б. уе 48) 


(р. д-р, (Р)=Р 


Предфльныя значеня перемфнной независимой 2 и 28 произволь- 
ныхь постояныыхь с, 6,,... с., изъ предфльныхь уравненй 
447), могуть быть опредфлены твклыъ образомъ *). Преджьныя 
значеня перемфнной независимой х могуть быть найдены, какъ 
корни элгебраическаго уравнешя: съ этою цЪлью мы въ одномъ 
изъ урзвненй (47) заибнимь какъ %,, такъ и =, перемъиной х, 
а выфсто у и его производныхь поставемъ извфетныя функц отъ 
дн 2и произвольныхь постовнныхь с,, с,,... б,„. Возьмемъ одно 
изъ тавихь уразненй напрнмёръ о=0 и положныъ, что корня 
этого уравненя, выраженные въ 2и произвольныхь поетоанныхь 
6, С,,... 6, будуть д, и 2,. Поставамъ эти корня 2, и4,, Езкъ 
предфльных значена пережфныой 2, соотвЪтетвенно въ каждое изъ 
остальиыхъь уравненй (47), п мы получимъ 2 ряда я урзвненй, 
служащих для отысЕаыя чиеленныхь значен! 2. произвольныть 
постояиныхь с,...с,,. Понатно, что, если число корней будеть 
бохфе двужь, то изъ иихъ слблуеть выбрать таше два, между хо- 
торыми интегралъ имфлъ бы ббльшее или мёньшее значен!е, чёмъ 
хажду каждыми двумя другиия изъ найденныхь корней, смотря 
по тому, ищется ли шахиоии или пминиию. Если веё корни рав- 
вы, то вопроеъ объ абеолютномъ шахиати или пииоли не имфеть 
рёшен!я. Въ задачи подъ № | показанъ на примр» епособъ такого 
рьшены. 

2) Дены иредълы интетола т, в х.. Въ такомъ случа предф- 


*) Въ статьф нашей „О мемуають Саррика“, напечатанной въ ХТУ томь 
Математическаго Сборника, изхаваемаго Мосвовевинъ Математичесвимь Обще- 
ствоиъ,— доказана ошибочность доводов, которые Муавьо в Ленделевь зъ 
своемъ куреё варащовыаго нечислев:я (Т.0борз 4е своп] 4ег занаМоп8)— 
приводать въ потверждев!е своего незфрнаго мизы]я о невозможности рыше- 
н\а вопросв объ абеолютномъ шакниаи или тиви опредфленнаго интеграза, 


6 
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лы потеграла неё поздожать вар1апюниому изыневю и сяфдовз- 
> Е 2 

тельно Ден и р а потому уравнена [+= и / = 


ве будетъ имфть мЪета; остальных же 2% уравневй (47) выфстф 
=, =, 

съ ураввенями [= и [==%, послужать къ опредфленю 2 
ироизвольнызь. ностознныхь с, 0,,...-.б,я, 

3) Предьлы чпиперала 2, их, не даны, вари ить совершен 
но произеозьны и независимы между собою, предтьвьния эюе вваи- 

а 4" 

дины У, р. а даны. 


Пусть ' 


(49) 
ВЕ Е 
В м 
“. [= ма, ... г 228, 
<” ду 4”у 


4авъ какъ предфльныя величины у, 2’ ` ат ПРЕ кавдомь изь 


двухь предфловъ интеграла 2, и х‚--имфють величину постонн- 
ную, то 


й Е д. =. 
__ 4у _ 4" 
. [во [5 о... [= Чо, 


но, ведфдстые зависимости между полною и усфченною варщами 
какъ функщи у, такь и ея. производныхь имфемъ 
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потому 


= 5 2 =, а. 
си /99 де [984 4 и" — ‘ду м 
= Ра а. ор аз 


д, Е; р =, =, =, 
й р "— 12. ". 

риал м 99. саки = вы 
42 РЖ ‹ С 
а... га въ предвльную ть 
заращи 0%, опредЪлаемой фориулою (99) 3 $ второй главы] и 
приравнивая нудю коэффищенты при 6х, найдекъ, чо вы#сто вр» 
ЖБлЬныхь (47) получатея таща ‚два 


Вставаяя оти ведичины бу, 


т ду ау = "у 
(ео ЖИР... ЕР. |=. 


Этя уравневя выфет® съ ураввенйми (49) посзужать для овре- 
дЬзеня предёловъ интеграла 1,, х, в 2и произвольныхь постоан- 
НЫХЬ ©, 6. --: би, входащихь въ интейрать уравневы (46). 

4) Даны предъаы интефола и предъльныя значетя искомой 

Ре 


а 2. = = 
функии еле уь а. Тавъ какъ предблы 
интеграла п предЬавныя значеня искомой функши выфютъ вели- 

=, Ел =. 2, 
чину постоянную, то [== [И [= = %, [чз = и [= Въ та- 
жомъ случаБ два первых изъ каждаго ряда предфльныхь урзвненй 
2 Е 
{47) не имфють м6ста, вхъ замфнать уравнен!я [= [== в, 
2, 


= . - 
= Бу которыя вмъет$ съ (2—2) остазьными предфаь- 


выми уравнениями (47} послужать.щъ опредфленю, 2я пройзволь- 
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ныхь поетоянныхь С, с,... С, „, Подобнымъ образомъ будуть опре- 
дЬлены 2х произвольныхь постоянныхь с,, с,... с; ЕЪ томЪ слу- 
заф, когда при даиньхъ предфлахь интеграла вмзето предёльныхь 
значен! искомой фунещи у будуть даны предбльныя значеня 
одной изъ ея производныхь. 

5) Иредтльныя величины т и у удовлетворяютз данному урав- 
меню, вари. же ит уравненю, праисходящену отт дифференииро- 
ванёя данназо уравненя по тарактеристиичь А. 

Пусть : 
у== Е, (2) 
дениое уравнеше, которому должны удовлетворять 2 ну при каж. 
хошь изъ предловь интеграла, а варащи икъ уравненю, кото- 
рое происходить отъ дифференцированя даннаго уравнен по ха- 
равтеристик5 д; везбдотые чего, имя въ виду формуду [(10)52 
первой. главы], находим, что 


а) 


Ветавзая эту величину бу въ предфльвую часть варащи и, опре- 
двдяемой по формузВ [(18) $ 2, второй главы], будемъ имЪть 


ео арни 


4—4 7, аР, 
Ре |®- п 


= 


-—-. ео" 


т) 4х 


Поэтому тлавное урзянеше будетъ тоже самое (46), а предвль- 
ныя уравневя будуть тю 


Пр ореоно рбоый | 


| ава о рро ... ро 
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Эти уравнешя выбстё съ уразнен:ами 


ион я екон 


поелужать къ опредёзеню 2и произвольныхь постоянныхь с, 
С++ - был, 

Точно такниъ же образомъ въ случаяхь, подобныхь изь раз- 
емотрённыхь нами пати случаевъ, изъ приравнивашя нулю вар!а- 
ци простаго интеграла выводятся уравненя, служащия для рше- 
на вопроса о шахииив пан ши проетаго интеграла, кото- 
рый подь знакомь 1 содержать кромЪ перемфнной независимой, 
скольБо угодно ея функц и производныхь этихь функций какого 
‘угодно порядка. 


$6, . сл 
Рьшен!е вопроса © шахииии и шине простаго интеграла 
гяавнымь образомъ зависять оть интегрированя ‘уравнен!я (46), 
а потому савдуеть дать мфето указатамъ на тБ случаи, въ ко- 
торыхъ возможно упрощене уравнения (46). Предметь настоящаго 
$ составляеть указаше на два случая; въ которыхъ порадокъ урав- 
неня (46) можеть быть повиженз. 
1-й случай: когда подъинтегравьная фулвкця не содержить ‚явно 
т. Въ этбыъ саучаБ полная производная ® по х будеть такая 
4 а. ау 4 4" у 
д Мар Рад" о Рьрят, 
Если въ это равенство на мёсто № постазимъ его величиву изъ 
уравнен!я (46) 


аР. @Р „РР, 
ар таг СО" я 


м. 


будемъ имЪть 


4 а 4% д” 

ЕР, че. Р.Е 
‚ЯР, ду ЯР, бу су» Ру 
а ат я ав 
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Но вторая часть этого равенства составаяеть полную проязвод- 
ную по т, что явствуеть иЗЪ соединен!я 10 два такихъ члевовт, 
которыхь сумма представаяяетел полною пройзводною по 1 
у аР. ау _@& ау 
Р, рии Ра 
рб _ Ч Яру а, 
аа в [. 92" а а 
49. ФР аи _ Фу аЯР,Фу @Р,ду 
РЬ дре — з а ат’ бр ба" * Ч аа 
Фу __ “Рау " 49 _аР.@4 ‚ ФР.РУ ФР, И) 
а 


7. д’ ФН ар хо р а?" ат: а Ч 


4+ у „@”Р.4у _ 4 4"у 
р (Ра -* 
.Р, „9—4, 
а 


Подетавляя и пнтегрируя по =, позучиыъ 
з, *, . 
ото р-р. 18 ЧР. Ра 4Р, 49 „ 4'Р, ду 


"бу ‘г бр" зд  ‘ар ат ‘ф в 
@у 4Р, 49 ФР. ау ФР. ау 


Рив па ао — 69 
ара" 2 *Р, а —:Р.4 
—-и 8 р .. Ре С „т ДЕ а 


ь нике, котораго порадокъ ве выше 2и— 1-го. 

Изь формуды (52) выведемъ слЬдетыя при сяфдующихь предио- 
зоженяхь. 

8) Положимъ, что у не содержить хи у, тогда №=0 и урзв- 
вене (46) приведется къ такому 


аР. , ФР, „ 
а СО що, 
откуда 
а"Р, 4” 


о. 
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п г Е 
ервая часть этого равенства выражаеть коэффищевть кри Е 
во второй часта ураввеня (52); вставдаз вмъето него равную ему 


величину с, во-вторую часть уравненя (52), получимъ уравнея!е 


0. 

9=е-6 а -( Ч... =... (53) 
уравнеше, котораго порядокъ ве выше 2#—2-го. 

Вообще если $ не содержить г и—1 функцИ! у, 9..2 й рии 


то порядокъ уравненя (46} можеть быть понижевъ на т единицъ. 
$) Положимъ, что + есть фуикшя только оть у, тогда 


Р, =Р,=...=Р,, = Р, = 0, 
а потому уравнеше (52) приведетея къ такому 
9—6 (54) 


откуда <®луетт, что у есть величина постоянная. 


6) Положимъ, что © есть функщи тольБо отЪ 9, тогда 


№=0 Р,—0... Р.=0 
и уравнене (52) обратитея въ такое 


ву 


в==е--Р, 1 & 


Но велбдетые уравненя (46) 
щ=° при №М=0, Р, =0... Р,=0, 
а потому Р,=е, и урзввене (52) приведетея къ такому 


& 
ое, ыы (55) 
откуда саЪдуеть, что Е есть величина ностозиная, слфховательно 


у—05-5 
тд в в 6 произвольный постоянныя, 
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&) Подожиыт, что ® содержить только у п, тогда 


Р-ЕР,.. ЕР, 


®—1 


=Р.=0. 


а нотому уравнене (52) приводится къ тавому 
=е+Р, Е (56) 


которое будеть дифференщельное уравневе перваго порядьз. 
#) Похожимъ, ‘что © содержить только Е и Е: тогда 
} дер: 2 а” 
№=0, Р.=0... Р,_,=0 Р‚=0 
и уравнеше (52) обратится въ такое 


4 44 _аР, ау 
ОР. р": др “а 45 
Это уравнеше еще боле упроетится велБдстые уравневя (46), 
которое при №=0 Р.-=0, Р.—=0... Р‚„_.=0 Р,=0, сдфлается 
техимъ 


4, ФР, 
45 4% 
откуда 
Р, не. 
Всетавляя это выражене Р, въ уравненше 
—=+р@ ыы ТР, Ч ее 
кохучимъ 


49 ар. 9 ЧР, ву 
Я рр а "Ри рав 


или по сокращения . 
(57) 


Это лифференцальное уравневе втораго порядка. 
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8-#: сирийи когда подъинтегральная функща © не содержать 9. 
Вь этомъ случа 
№=0 
и уравнене (46) приводится къ такому 
аР, _4Р, _@?Р, 4"Р, 


д ааа +0 
По интегрироваиш этаго уравненёя получится 
аР, 4’Р. 4" ТР, 
РА... (1 ея ныс 
9%  @ @"—' (68) 


(Р)=< 


Порядокь этаго уравнены не выше 2%—1. 
Изь формузы (58) эыведенъ слёдетве при такомъ предположении. 


Толожимт, что © не содержит у и ЕА тогда 
№=0Р, = 0 
и уравнеше (58) приводатея къ такому _ 


аР, ФР, „ЯР, 
с щи ар = 


ивтегрироване этого уравненя по д даетъ 


аР, „_. 9“ Р. 
рн. лев, 9) 
или 
(Рууезечнс я 


Это уравкене порадка не боле 2и— 2-го. 
1 
у 


- @ 
Вообще, если г не содержить т первыхь фувёщи У, ее 
то порадокъ уравнешя (46) можеть быть понаженъ на ж единицъ. 


{ у $7. .: 
. Вь этомъ $ изъ приравниваня нулю варацш двойнаго инте- 
траха; онредьляемой форыулою [(38) $.4, второй глахы] выведенъ 
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предбаьныя уравненя_въ случаяхт, наиболфе часто встрачающихея 
при рЬшешн вопросовъ о шахиаит и таныюию двоЯааго ‘инте- 
трала. 


„= |[ Е _ 60 


въ которонъ 
9 (2, у, 2,2, 9) . 


. 4 @ 
тдф 2 есть фувкща оть хи у, =, =. 
Вар!ащя Фи, опредъзяемая формулою [(38) $ 4, второй главы], 


такая 
Фи = ДД (9-2 2 ] + 


= в 
-| [ че 


Изъ уравневя би=0 выведенъ предфльвыя уравненя въ саф- 
дующихь случаяхь. 

1) В случаю абсолютно тазитии или путитит двоииио ин 
тефала. Въ этомъ случаВ предбты интеграла и предёльныя зна- 
чешя # не даны, ихъ вар!ащи совершенно произвольны и ве- 
завиенмы между с0б0ю; на основанш теоремъ перваго $ будемъ 
имфть главное уравнене 


о (62) 


и прехёльныя 
одно а) в (о-г) о (63) 


- Уравнеше (62), говоря вообще, ееть дифференщальное уравнене 
въ чаетныхь нроивводныхь 2-го порядка, при его иктагрировжии по- 
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чучаются, говоря вообще, яв пропзвольныя функци; четыре предвль- 
ныхь уравневн (68) служать дия. опредбленя этихъ двухъ фулкщй 
и двухъ предфловъ интеграла, опредфляемыхь двумя соотношенами 
между ун 2. Изъ везхь возможныхь случзевъ, косда требуется 
найти абсолютный шахивиш или и\лаюит двойнаго интеграла— 
простЬйшей тотъ, когдз подъинтегральнав функц! двойнаго инте- 
трала не содержитьъ частныхь производныхь вскомой фувкци 2, 
въ этомъ случиф, какъ твкомъ, въ которомъ рёшене вопроса ве 
зависить отъ интегрированя дафферевщальвыхь уравнен въ 
частвыхь производвыхь, безь затруднешя будеть показанъ спо- 
с0бъ рёшешя вопроса объ абсолютном шахивию пли пана 
двойнаго ивтеграза въ задач поль № 23. 

2) Предълы интеграла даны, предъаъныя же значеня в не даны, 
Вь этомъ случав при предблахъ интеграла варащи бу равны вудю, 
варащи же 62 совершенно произвольны, потому язь преравня- 
зан нулю заращия фи, опрехёляеной формулою (61), получаются 
таки предфльныя уравневя 


3: 


[К 


которыя и будуть служить къ опредленио произвольныхь функ“ 
Ц, получаемыхь при интегрирован главкаго уравнешя (82). 

3) Величина 2 при предълахь интерала поетоянна и дана, пре- 
дълы ме интерала не даны. Геометрическое значее этого слу- 
чая такое: искомая поверхность огранячиваетея дзумя данными 
плоскостями, параллельными плоскости ту. Такъ какъ предЪль- 
ная величина 2 поетоанна и дана, то 2—0 п 42=0, но по фор- 
муль [(18), 8 3 первой тлавы) А1=52+-рАт+44у, поэтому 62 = 
==4А2—рА2—9Ау, в пря предЪлахь пнтеграль др 9у— 
— рав) — 46%, но при предвлахь интеграла 
но такъ казь 42==0, поэтому 8#=— 96. Ветаваяя эту ве- 
чичину 62 РЪ предфльную часть варащи бы, опредфляемой фор- 
музлою (61), найдемь, что функщя подъ знакомь ] иитеграяа, ©0- 
ставляющаго предёзьную часть варащи би, будеть такая: 
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. . 
Г 
| [№ Н ду == /*—09+—РРЗу 
ЕД э 
ТАБЪ КВКЪ И откуда, праравнивая коэффищенть при 9 


нулю, получимь предфльныя уравненя тая 


$ Ед 3 Ей 
| @-—Рр-— 90-0 в е—Р—00=9| = [== (65) 


4} Пуедиды зиипецима и предълуныя значешя даны. Въ этомъ 
случаВ варащи бу и 2 при предблахъ интеграла равны пулю; 
предфльныя уравненя не будуть имфть мЪфота, но тогда искомая 
поверхность проходить чрезъ двё  маходаяцияея въ прострав- 
ств изввстныя кривыя, такъ вакъ даны не только ихь проэкшя 
на плоскость 2у, но также и соотвётетвующия имъ величины ор- 
динаты &. Если же проведена поверхность чрезъ двЪ данныя хри- 
выя, то произвольных функции, получаемыя при интегрировани 
главнаго уравнен!я (62), будуть также извфетны. 

5) Предъльныя величины т, у, г, подчинены условёю удовлетво- 
рять двумз данныма соотношещямз 


9 9 
[ в-Еуь до в |в-ЕИщуо (9 


копорыя соотеютетвуюте двумз предьламе интефрала, & вари 
предъльныхь величина т, у, 2 долаюны удовлетворять двум уравне- 
зиам, происходящимь отз дифференцированая данныхе соотноще- 
н# (66) по тарпитеристикь А. Геометрическое значеше этого 
случая такое: данныя двё соотвошеняа (66) выражают двЪ 00- 
верхноств,—съ каждой изъ вихъ искомая поверхность перес- 
кается; эти дв® кривыя пересБченя будуть предфльными кривыми, 
такъ что каждая изъ поверхностей, выражаемыхь данаыми соот- 
ношенями (66), будеть поверхностью, ограничивающею искомую 
поверхность. Такой случай въ болбе общемъ видё быль разенот- 
рфнъ в5 $ 4 и изъ этого раземотрёвя слфдуетъ, что въ 6-мъ елу- 
чаф главное уразнеше и предёльныя будуть т№же, которыя въ 
8 4 озназевы собтёбтехвенно чрезъ (41) п (42). 
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$8. 


Предметь слёдующихь трехъ израграфовъ составляють задачи 
съ такими даннымя, при которыхъ предфлы интеграла, обращаю- 
щагося въ шахиопи али шйнтох, я предфльныя значеня иско- 
мыхь функц! подлежать варащюняому изыъненно и при кото- 
рыхь отнтеительно варацй предфловь интеграла и предёльныхь 
зназенй искомыхь функц допустимо кахое угодно предположен!е; 
велфдетв!6 чего при рьшени этихъ задачъ не возможно вообще раз- 
сматривать уелоше, которымъ опредъзяется отдаче шахНииш отъ 
пупииат опредёленнаго интеграла, такъ какъ данных этахь 3а- 
дачь ве приводять ни къ какому выводу относительно предёльныхь 
уравненй. Воть почему рьшен!е хаждой изъ задаче, пом щенныхь 
въ $$ 8, 9110, ограничивается разсмотрфнтемъ одного только необ- 
ходимаго усхойя шахипит или што, т.-е. того условя, чтобы 
вар1атя опредфленнаго интеграла раянялась пулю. Что же касается 
до отличя тахноиш оть шишпиш опредёлениаго интеграла, то БЪ 
каждой изъ задачь, о которыхь пдеть рЪчь, ея свойство ехин- 
ственный призиакъ, который можеть служить для заключения о 
томтъ, допускаеть ли задача шахиопто иди шит? 

Первая задача. Между плоскими лищями данной длины 
найти такую, которая, вращаясь около данной прямой, какз около 
вси, образовала бы наибольшёй чыш наименьший обем 

Пусть пекомая зая отнесена къ пряноугольнымь координа- 
тамъ ун 2, у которыхъ 38 065 2-овъ принята ось вращеня, & 
з& ось У-овъ прямая, перпендикуаярная хъ оси вращения. 

Длина лини выражается ивтеграломъ. 


2» 
[= У1+2% ‚2% 
ел 
а объемъ тЪда вращеня ивтегралонъ 
Ра 
= [уаз 
=, 


и данный вопросъ равнозначущь ©ъ такиыъ: найти у, тапую фувк- 


— 9% — 
т: 
цю от 2, при которой интеграл [у холженъ быть шахНиии 


ый 


2, 
пли лупрпаю; а питеграль [2 УЕ — пибть дазную величину, 
Ел : 
которую озвазииь черезъ (. По способу Эйлера, отыскаше такого 
относительнаго шахнаши пли пупа праводизтся къ отысканйо 
шахиват изн пуейоит. интеграла % 


ть 
. м [4 оу . (1) 


ыы 


тдБ х постоявный множитель; на счеть котораго дозжно быть 
удоваетворено уравиеще 


[уе 2. Ю 


Приравнивая нузю варацию би, онредфляемую ло формузё КЗ), 
3-ой $ второй главы], придемъ къ заключению, что предёльныя 
уравнен будуть различны, смотря по тому условию, вакое будетъ 
дано относительно предёловь п предёльныхь значенй искомой 
фувкци у; главное же ураввеше’ будеть такое * 


5 м_@Р-: 
ВИ” 
гДЪ, согааено принатому обозначеню, 
% 4: р 
М№М== 7—8 === 3} 
=“ р Ур ‘ 


Такъ какь подъивтегральная фунящя © содержить только у я 
р, то ва основан формулы [(56), 6-! $ третьей главы] заключа- 
емъ, что пнтегрироваше главизго уравнены дает: 


— Ри=с (4) 
гдф с произвольная постоянная. 
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Вставаяя въ ‚уравнеше (4) выбсто у и Р ихжь величины изъ 
Фориуиь (4);1 (8), потучимь 


ИИ 
и" Ут с . в (5) 
откуда 
ау’ в) 
4— ы 
> У— те м 


Это уравнеше есть дифференщальное уравнеше зи зируто- 
сти (соцгВе е1эзНаие). 


Яифференцируя ураввеже (5) и означая зрезъ 2 радусь. кри- 
визны, позузныь › . 


ван 


2 а у 
Звачить ‘изъ реваз плоскихь айн!Й: одннаковой “Данной Ханны 
та, которан вращеншенъ евоймъ окохо данной прямой, какъ около 
ося, ‘образуеть намбольшй иль наименьний `объёмъ,— характерн- 
Зуетея ‘тфыь свойством, что въ каждой ея точк® равтусъ криввзим 
обратно пропорщюналекъ ординат® у, перпендикулярной въ оеи 
вращеня. 
„Вторая задача. Нимии такую плоскую кривую, кото- 
‚рая, вращаясь около данной прямой, какз около оси, образовала бы 
данной величины поверхность, офаничивающую наибольний или 
наименьиий обземё? 
Пусть искомая кривая отнесена ‘къ прамоугольнымь коордана- 
тамъ хп У, взъ которыхъ ось 2-овъ привата за ось вращев; тре- 
=. 2 
буетея найти у--тавую фуньцию оть я, чтобы внтеграль ваз 


=, 
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=, 
иыфль наибольшую величину, & интеграть в [у УТ--5* 42 быль 


2 
данной величины 1, т. ©. чтобы 


=, 
ок УЕ: 2 @) 


= 
ТВ Р=ар»и т есть отношене окружности къ дламетру. 


По способу Эйлера отыскаше такого относительнаго шахипот 
приводится къ отыскавю шахнииш интеграла 


Е 
в [м ‚о бу У" (2) 
я 


тдЪ а постоянный множитель, опред®ляемый такъ, чтобы имфло 
ыфето уравнене (1). Главное уравнеше, изъ котораго опредфлает- 
ея искомая функшя у, такое, 


2аур 
Ур" 

ЧТакъ какъ подъинтегральная функшя о содержить тодько у и 
р, то на основанш формулы ({56} $6 третьей главы] интегриро- 
ваше главнаго уравнения даетъ 

%—Рр—с 
< по ветавхени въ это ураввеше выфето у и Р равныхъ имф ве- 
лизянъ получинъ 


аР в 
и. = №=2(у-+ау1-+р") Р= 


269 


= (3) 
пли 


[6 


АВ <— произвольное постоянное. 
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Изь уравненз (3} не трудно вывестя кояечное соотношеще 
между дугою $ и ординатою у. Уравнене (3) можеть быть пред- 
сетавлено такъ: 


отвудь 


= потому 


`ивтегрируя, находимъ 


Сов (: 6 ) 
[2 


тд в, — проазвольное постоянноеь 


6) 


Если означимъ чрезь № часть нормали къ поверхности враще- 
зн между искомою кривою и осью 2-овъ, а чрезъ ; ралусъ кри- 
визны искомой кривой, то р и М будуть оданакихь ити проти- 
воположныхь знаковъ, смотря погому выпуклою или вогнутою 
стороною будеть обращена кривая къ ося-т-въ. Инфя это въ виду 
и дифференцируя уравнеше (3), получииъ: 


дв р М суть рашуеы кривизнъ твухъ главныхь сфчев!й поверх- 
ности вращен!а; поэтому посаёдняя формула показываеть, что 
вообще сумма кривизну двутз злавныхе спчеша есть величина по- 


1 . . 
стоянная, —- 65 каждой точкь такой повертности вра- 
? а 


чценёя, образующая которой опредъаяется уравненеме (3). 
Въ журналь Луввая [} УЬ 1-ге земе] Делоне даетъ предложе- 
не, состоящее въ геометрическомъ объяснеше уравненн (3), по- 


казавь, что это ураенене (3) принадлежиить кривой, описываемой 
7 
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одним 35 фокусов» эаиисиса или зитерболы, козда одна ‘изз эти 
9вутё привыхе безз скольжещя катится по оси т-въ. 

Пусть (Чер. 2) АМВ будеть дуга элипсиса я прямая МТ ка- 
сательная къ нему; пусть 


уравнене элипсиеа, отнесеннаго къ прямоугольнымь координз- 
там я’ и у’. . 

Означемъ чрезъ с разстозне У’ центра элиценса О’оть 
каждаго изъ фокуеовь Ин Е”; чрезъ 9 дугу АМ эзиценеа, взя- 
тую между вертиною А в точкою М. Такъ какъ элипенеь ка- 
тится по оси 2-въ, то эта ось у-вь будетф прямая МТ, касатель- 
узя къ элинсису въ точкз М, оть которой отложниъ по прямой 
МТ часть МО==8’ и чрезь О ипроведемъ прамую Фу, перпенди- 
куларную къ МТ или къ оси д-вф, озвачинъ зрезь у перпенди- 
кударь ЕР опущеяный изъ фокува Е на квсалельвую МТ, & 
зрезъ х разстояше ОР подошвы этого перпендикуляра отЪ точья 
0, пранимасхой за начало тфхъ координатъ, кЪ которымъ пред- 
полагается отнесенною кривая, описываемая фогусомъ Ё, когда 
элипенеь катитея по оси 9-въ. Уголь ЕМР равный ЕР МР’ озва- 
чямъ чрезъ я, уголь МТР чрезъ В, радусъ векторь МЕ чрезъ ”, 
а райуеь векторъ РМ чрезь я”. Предложеше Делоне весьма, 
просто. доказывается на основаши формулы 


которая выводится тавимъ образомт. 7 (МТМ), какъ тантенсь угда 
*, 
составляемаго касательною къ элипеису съ 06ью 2’, равенъ — а 


ри 
поэтому и, откуда 


ыы 
_ уеумье ву’ 


Эма _ ЕТ _ а- ег. ах _а 
513 МЕ гта 7 


=’ —- (7} 


Съ одной стороны МРЕУ’—2, съ другой сторовы МР уе 


ван 

Е = ет о) (а —ст) 

мр=У и =У я 
И СЕНЕ 


а*анех) 
7* 
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вли 
(6—6) (а — ст’ *— в" 
- МР Ут) и = 
ИЕ” Ут) аи 


Но по уравненю алла 85 Е (а —я'*)—9*, и по формул ©. 


ви =}, вол детые- чего МР = У, в потому 9-в= чу. 


ан? — 

Уравнеше (6) выфетВ съ уравнейемъ олипелеа служать къ опрё- 
двленю х ну въ функщи оть у; изъ этихъ двухъ уравненй на- 
ходимъ 


ри 
сы 8) 
‚М4 фу - 9 
УП я 
откуда 
2 4уЧу 450715 — у’уду 
=. 4 Е 
ИО ы сну уда 
а потому 


= 


(ну) «е-у*) 


6 [вау — (6+ у*) ду 
@. = А 
94 у) ну") удау ут 


Явфферевцируя уравиене (7) и вычитая эти два равенства, нахо- 
димъ 
—___ а 
Уауте-Уу 
Эта формула показывает, что, еели въ уравнен!и (4) поставямь 
—* выфето с, то оно будеть принадлежать кривой, описываеной 
однимъ изъ фокусовъ элиисиса, катящагося по оси 2-5ъ. 
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Анализъ, киалогичный съ изложенным, приведеть къ эакзче- 
шю, что, если въ уравнены (4) поставимь +6 вызето с, то оно 
будеть принадлежать кривой, описываемой однимь изъ фовусовь 
гиперболы, катащейся по оси 2-въ. 

На основант изложениаго въ $ 5 этой главы выводе уравнен! и, 
елужащихь для опред®лен!я искомыхь функц, обращающихь про- 
стой интеграль въ шахниши паи шйрши, весьма просто поду- 
заются предбльныя уравнеыя изъ того условя, какое будетъ дано 
относительно предфловь ннтеграла и предфльныхь значен иско- 
ной функц у даа казвдаго, изъ разсмотрёнвыхь 5 85, патв 
случаевъ, наиболфе часто ветрёчающихся при рызаени збирбодь 
6 шахшит пли шнищию простаго интеграла. 


53. 
; Третьязадача. Нмиты такую поверхность, которо ани 
чина между ея предъяами была бы наименьшая? у 


Пусть искомая поверхность отнесена къ прамоугольнымь зоор- 
динатамъ, инъющимь начало въ точкЪ © (черт. 3.), 


_ 
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Величина поверхности выражаетен двойнымъ ннтеграломъ % 


2, Уз 
| 9 4799 
я У 


тв . Иа 
щие 48 42 . 

РУРК, 4, й 

` Изв приравниваня нузю вари двойнаго интеграла, опредё- 
ляемой формулою [(38} $ 4, второй главы] елёдуегъ, что главное 
уравнеше вообще такбе | 


Предфльныя уравнешя будуть различны, смотря по условямъ 
отЕосительно предёхоэь питера и предфаьныхь значений иское 
мой фувкци.. . . 

При данной  подъжнтег ральной функция © 


_ й. И 
УТЕРЕНИ ” ^ УрерЕНР 


а потому главное уравнеше представитея такъ 


таки) лана) © 


Таавное уравнеше (1) приводится къ такому 


№=0Р. 


ан — рав -- р) =0 
ТА 
4: __ @8 ‚= 
а? = беду? "ау: 

Это уравнеше, какъ извзетно, выражаеть то геометрическое 
свойство искомой поверхности, что в0 везкой ея точЕВ сумма 
хравизнъ тлавинхь сфченй равна нулю. 

Если даны предфлы ннтеграла и предфльныя значеня искомой 
функции, то по $7 (случай четвертый) предфльныя уравневя не 


т= 
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будуть имфть мфста. Если же даны только предфаы интеграла, а 
предёльныя значенмы искомой функщи не даны, то по $7 (случай 
второй) предфльныя уравненя будуть таыя 


= = 
УТУ 
(2) 


Если зрезь а, 8, | означимъ углы, составиаемые нормалью въ 
иекомой поверхности съ осями координать, & чрезъ а, В,, 
углы, еостаззаемые нормалью къ проэктирующей на плоскость ху 
цилиндрической нозерхности съ осями координат, и если при- 
иемь во виимане, что 


8) 


то придемъ въ заключению, что каждымь изъ предфльныхъ уравие- 
эй (2) выражаетея такое геометрическое свойство искомой ло- 
зерхности: искомая. поверхность пересфкается подъ прамымь уг- 
зомъ съ каждою изъ цилиндречесвохт поверхностей, проэвтирую- 
щихь на плоскость ху предёльных кривыя. 

Если предёльных ‘велачины х, у, 2 подчинены условю удовае- 
творять двумь даннымь соотношенямь 


.# я 
[1е-- Виза и | [2 Вушу 6 


10 но $ 7 (случай патый) предбльныя уравневя будуть таюя 
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ь Е 
Ча), „Чу | _ 
Гы» +1 Е, —=0 


ео 
| [ее = а] =0 
г ау 

Общ интеграль уравненя (1) въ первый разъ быль дань Мон- 
жемъ, но въ такой форыЪ, которая пе применима къ приложещянь; 
потомъ интегрировашемъ уравнешя (1) занимались Дежандръ, Ка- 
таланъ, Риманъ, Серре и друге; рышеня этихь гвометровъ, хотя 
и предетавхевы въ форм бодфе простой, чёмъ форма, даннав 
Монжемтъ, но ‘все таки ихъ ращешя имчфють форму, не волн 
удобную джя призоженй. Оссанъ Бонне въ своемъ мемуарь «Биг 
Ретро? Фот попуеаи зуз@те дез увизЫез» (Тоитгиа! 4е ТлояуШе 
2 Беше +. у.) даеть приемъ, поередствомъ котораго общ инте- 
грать уравненя (1} выражается въ формулВ весьма простой и 
удобной для призоженй. Хотя друЧе геометры съ большею крат- 
костью, чмъ Оссавъ Бонне, вывели формулу дда общаго инте- 
трала уравненя (1} песредствомъ према, зназогичнаго съ пре- 
момъ Осеана Бонне, но мы предпочли слфдовать въ точности 
прему Осе1ана Бонне, какъ болфе прямому при изложени р®ше- 
на вопроса, составляющаго предметъ этого 8. 

По прему Осейана Боне координаты 5 и у перемфнаютса на 
новыя: Ё и %, изъ которыхь 


== {4 ы (4) 


{ч, 3) Е есть уголь между плоскостью 27 н плоск_стью 20 ММ,, 
проведенною чрезъ ось &-въ и чрезъ прямую ОМ, паралельную нор- 
мади кр искомой поверхности; вайдемь соотвошеша между углами 
Е на, В, у. Вообразимь поверхность шара произвольнаго ражу- 
са, котораго дентръ въ начал координатъ; пересбчешемь шаро- 
вой поверхности съ плоскостями 27, ху и 20ММ, образуется сфе- 
ричесый треугольникь МхМ,, прямоугольный въ М,. Изь этого 
треугольника, въ которомъ гипотенуза Мрт, & ватеты Мя—, 


э—1, ГДВ т есть отношеще окружности къ даметру, на- 


— 165 — 
Совету. оз (5) 


'Пересёчешемь поверхности шара плоскостями ду, ту, в во ММ, 
обравуется сферичесьй треугольникь МуМ,; изъ этого треуголь- 
ника, въ котеромъ гипотенуза уМ==В, & катеты Ум =а-Ь 
Мот, находимъ 
г. Соб. бЕ (6) 
Изъ формулы (4) сяфлуеть, что 

ит И оч 

е = или биз —е без 
Возвышая 06% части послфдняго равенства въ квадрать и прини- 


мая во внимаше, что Вии бо = 1, находимъ 


ИЕ И 
& потому 
Эту = 3 8. 


полагая у—1== какъ извфотно, имфемъ . 
еб Оозтабни, в бов 


а потому 
етот), е = бои) — и) @) 
отвуль и. 
Гы ®) 
не 
Гы ©) 
ЛТакъ какъ 
1 
бт уст 
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то 
т (10) 
165501) } 
а потому формулы (5) и (6) иредетавятся такъ . 
Оо 
о = а] 1) 
Вий 
69 = быт) (3) 
Такъ какь 
и та. 
а 
то . 
с 1 г” 1-е” { 2 ) $9884) 
О рей кей Том ее" Соз() 
8 
иди 
Сов (бл) (3) 


Пусть Х, У, Й будуть координаты какой нибудь точки плоскости, 
касательной къ искомой поверхности, &. Р. разстояе этой пзос- 
хоети оть начаша координатъ, тотда уравнеше плоскости, каса- 
тельной къ искомой поверхности будеть такое. 


Хоз Убив озу = 
или подставляя выфето (Созя, (088, (С05] ихъ величины изъ фор- 
мудъ (11), (12) и (13), полузвмъ 
Хо Уи) Аби(н)=РСозн, 
Нетрудно доказать, что Р00з(4) веть разстояве оть начала 
координать прямой лини пересфчев!я плоскости ху съ плоскостью, 


касательной къ иекомой поверхноств. Пусть (черт. 4) эта изос- 
кость будеть РКБ, в РК есть лишя ея пересбченя еъ пхоеко- 
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стью лу. Изъ О начала координить приведемь плоскость ОМР, 
перпендикулярную къ КР, тогдй эта нлоскость ОМР будеть пер- 
пендикулярна къ плоскости зу и къ плосноети, касательной кз 
яекожой поверхности; пусть МР есть свчеше плоскости ОМР 


| 
| 
$ 


2 


Черт. 4. 


©ъ плоскостью каезтельной къ искомой поверхности, а ОР есть 
свчене пзоскости ОМР въ плоскостью ху, сл®довалельно уголъ 
ОРМ равёнъ 15 если изъ О опустимь перпендикуларъ на прёную 
МР, то ОМ будеть параллельна пормали къ искомой поверхно- 
ети, тогда изъ прямоугольнаго треугольнака ОМР,. въ которомъ 
ОМ в гипотенуза ОР есть разстозн:е начала координать отъ 
зинш РК пересёченя плоскости касзтельной-съ плоскостью 29, 
к но по формул (10) г 
довательно ОР-=РСозй,. 
Если для краткости положимъ 


Рони) . 
тогда уравненю изоскоетт, касательной къ оскомой поверхности 
во всякой ея точьъ (х,у, 2) будегь такое 

Хон Убит + Ибн) =Ы—5 (14) 
Всякая точка поверхности (х, у, 2) находится не только въ той 


. касательной къ поверхности плоекости, которая чрезъ эту точку 
проведена, но и во всвхь тёхъ васательныхь вт поверхности паос- 


будемь инфть ОР== — 008, сл- 
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хоетяхь, которыя проходать зрезъ тоякя, сыфжных съ этою же 
чонкою; откуда. сабдуеть, что координаты`всякой точки поверхно- 
сти (2, у, 2), будучи поставлены соотвфтетвенно выфсто. Х, У, 
в. уравнене (14), будуть ему удовлетворять и при хифференци- 
рованн этого уравненя какъ по 8, тавъь по т, причемъ коорди- 
ваты 2, у, 2 остаются безъ измфвешя. Тахинь образомъ, диффе- 
ренцируя уравнене (14) в при дифференцироващи его по Е и 4 
призимав во внимане, что & есть фупьщя оть & из, будемъ пыфть 
уравнения: 


2бо5Е-- убий аб) ==—5 
дтОов--аубтЕ аби )==0 


абы убей {15) 
._% 
241) == 
Дифференцаруя четвертое изъ уравнен!й (15), Находит 


вая д 2% ЧЕ 9 а ‚). : 


вые и) 
- Умножая это уравнеше на $ (#4), будемъ ямёть 
зала 99) зим) 9% зщ) 45. 
а т Ч Сода бы 
Но, изба вь виду, что 
29 
м ин би) 


вел детые четвертаго изъ уравневй (15), получимъ 


дя и)=() [во ЕЯ 41 -— Я В "] 
Полагая . . 
о ит 


= принамни зо. внямаше второе из® раша (15) ваходимъ 


(16) 
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веб -ь дуби ==) ранит (17) 

Велфдетве же втораго изъ уравнен!й (15) имфемъ 
арб --дуи чин) ае=-— (Со) ае 
5 потому 
доз == :-ни@ (18) 
Дифферрецироваше третьяго пзь уравнений (15) хаетъ 
фобвий — ду боя -нузиаень С а т @. 

Но волёдетые перваго изъ уравненй (15) 
оби узы ив <-винибеун 5 -икн) 


откуда позагая 
в, 4“ 
м а) 
и принимая во внимане первую изъ формулъ (16), находииъ 
дб: дубозты- нано. {20} 
Такъ какъ & и у—перем®нных независимых, то изъ равенства 
(18) слфдуеть, что 


42 . 4. 
= Си), и= & Сев(#)). (21) 
Вслблетые формул (3), (11) и (12) уравнев:с (1) обратится въ 
такое 
4] 0% + а[ 9: ] _ 
45| бов) | 49| Сочи) 
вв 
— 5" 4 ,. сит ро С08ё 2 Як ви =0 (22) 
Е ау 
Четыре производныхь « м, т п - мы опредёлимъ изъ 


уравненй (17) л (20) такамъ образомъ: полагая въ этихъ урав- 
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неняхъ (17) и (20) сперва ду==0 мы позучимъ два ураваен!я, изъ 
которыхь опредёлимъ Е ый, затВыъ полагая въ тЬхъ же урав- 
неняхь (17) и (20) 42—50, мы получимъ два уравневшя, изъ ко- 
торыхь опрезьивыз Ч; и и. ДАлал такое опредблене четырехъ 


проазво пыль, @ ,“ я, вайде о 
р д т’ ар ау ду демъ, чт 


1 Е зови |9 + у [и | 
роже) 


о у | 99) 4х С] 

4 1 [3ий „| @ 1_ [5 = 
@ 6 | #1) =] 
| Ветавляя эти величины производныхь Е, ра Е а въ урав- 

чене (22) получимъ 
+ =0 (23} 
которое чрезъ дяфференцироваще по у, приводится къ такому 
4и а 
г. =а= 0 (24) 


Дофференцирован!е по $ формулы (19) даетъ 


ди __4& 1% 2" а: _ 
а — от иво ай и г 


= ео [| 60 " 


такь какъ по фары | (16) 


ии р .? 
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Но по формузант (21} 
„о. =. 
"= 8(85). и= да 28) 
поэтоку 
аи _ 42. 


4 
= вет, 


бот 
дифферевцированйе по 1 второй изъ р {21) даеть 
у у 4: _ а" 
в: & = О) — вые) 
ди а 
Ветавляя нзйденныя величины производныхь а 1 4е въ урав- 
неше (24), будемъ ныть | 
Че ‚4 # 
ат а 


Но изъ формулы (10) елБдуеть, что (05(54) ве можеть быть рав- 
но нулю, а потому уравнеше (1) чрезь перемфну въ немь хиу 
на Ел у приводитея кв такому: 

#2 4 


Рае 


сиу 


котораго общ иктеграль, какъ извЪетно, такой 
вез) (5) 


тдВ фи ф-произвольныя фулкцу. 
Этоть интеграль (25) общёе уравнены (1) пли (25), поэтому, 
если изъ формулы {25) вставинъ 2 въ формулу 


= [2Оов(е) ад (26) 


полученную интегрирован/емъ четвертаго лзъ изъ уравненй (15), 
то для вывода © изь этой формулы (26) сяфдуеть, вводпную пя- 
тегрированемъ 2с0,(#), везичину опредфлить такъ, чтобы удовле- 
творить уравнению (23). Чтобы показать, каБЪ получается такой 
выводь С изъ формулы (26), возьмемъ частный случай, положимъ, 
ято 
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те Ве = 


тдБ а и в постоянных, дёйствательвыя величины, тогда будемъ 
имфть 


=, С == [‘2008(#1)@1 == 
= [| (0Е- 51) 6086) 41 == — (@Ё + Бубы) — 58) -— Х 


тд Х есть вводимав интегрироващемъ #005, произвольная функ- 
пя от , означимь чрезь Х’п Х” производныя Х по Е перваго 
и втораго порядка, тогда по формул® (19) 


и==-— 5003) = Х-+ Х", 
а по второй изъ формуль (16) 
ле == 5008(#\) 
подставляя эти величаны 4 и № въ формулу (23), получимъ 
| | ии = Х-+ Х =0. 
Интегрироване этого уравневя даеть: 
Х = 60031 -+ с, и", 


тв ся с, —проязвольныя постоянныя. 
Тавимъ образомъ 


{== — (Е + М8) — Ббоз(т) = сов + с ВХ, 


р 


зрехь подетановку этихь величань Сп г въ первое и третье изъ 
разнен!й (15) эти уравнев:я обратятся въ тамя 
20 = убий == 20%) — с005Ё — с, ЗтЕ 
эбиЕ — уСозЕ = — ат) — сбый -= с, Сов, 


Эти уравнешя зывстВ съ уравнешемь е==аЁ +, дають 
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д 6 =6003(#1) 053 — аби туятЕ 
у с, — БО (НубиЕ + вики) СозЕ (27) 
== И. 
Эти уравненя въ поларвыхь кордвнатахь при положена 
Не = 7Озю в ус, == "Это 
примуть такой вндъ 
#025 (в — Е} = 8009) 
убты — ®) = ви) (28) 
2=%+5 


кавЪ уравнемя (27), текь н (28), по исключены изъ инхь биз 
предстаззяютъ дЪлый класеъ поверхностей шшиля. Въ частномъ 


случа, когда а==0, уравневшя (28) дадуть ” = 6008(#]), но по 
ее? 


форыул8 (9) Со) = 2 „‚ потому г = р (= =), а велБд- 


стве третьей изъ форыудъ (28), при а=0 у= Ра сл®довательно 


уравнейе поверхности вращен!я, производимой цфиною хешей. 


Если $=0, тт ш— 2, ло пры 5 0 лыВемъ 2=а" вли 


Е, потому ® = ее. Цолонввь с ==0 ис, =—=0 имфемъ 
ини) 
щи =) 

а, 
нак 


зразнеше поверхности косого тедикоида (ВЕНсо4е рацене) яхи 
8 
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винтовой поверхностя, Въ боде общемь случаЪ, когда аи б ка- 
ыя-нибудь величины, отличных оть нуля, исключен Би у) даеть 


2 — шо в. [У ; ея -- ия ее (29) 


уанР 


дьйствительно, изъ формуль (8) и (9) сяёдуетъ, что 
бон) -- (м) = 1. (30) 
Еели первыя изъ уравненй (28) возвысимъ въ квадрать и сло- 
жимъ, то получимь уравнеше 
| оз) — авы) 
которое на основана формулы (30) даеть два уравненя 
и (бы) и т" + в* = (@ + 6") б08* $). (31) 
Равдьляя ‘уравнения (31) одно на другое, находимъ, что 


®() =} 


откуда 


р = У 


Но раздёляя первых два изъ уравнен! (28) находинъ, что 


на" 


4%—9-= и» 


слЪдовательно: 
в. /— з 
Уи, 
& потому 
7— $ 
= 
—=0 + 9759 [Е Я =] . 
Ветавляя эту величину & въ третье изъ уравнений (28), ныбемъ: 
[- у 
#— 65 —4.4749 [#9 а | м. (32) 


Второе изъ травневй (7) даетъ: 


— 15 — 
1 = 16900881) — 15т(#)]. 


Но изъ уравневй (31) находимт, что’ 


. уззкай 
сыр = УЕ, 
Поэтому 
и 
а = 9 [ ы 


Ветавяяя эту величину у въ уравнеше (32), получимъ уравне- 
ве (29), которое, очевидно, представляеть поверхность, проясхо- 
защую оть вивтоваго движеня около оси 2-0вЪ нфкоторой плоской 
кривой. 

Четвертая задача. Изз всюхз поверхностей данной вели- 
чины, найти такую, которая офаничивала бы наибольиий объем? 

При отнесена поверхности кь прамоугольнымь коорданатамъ 
2, у, г, объемъ ею ограничиваемый, выразится двойнымъ инте- 
граломъ и, 

=, 


у 
к 
аа 


= 


$ величина езной поверхности-—двойнымъ интеграломъ и, 


т, 


за 
м, =[ ль мг 
2 


ть 
@а 42 
в= ЕРЫ $= Е” 
‚ По способу Эйлера данный вопросъ приводится къ отыскавро 
‘збеолютнаго шахипию интеграла ц 


2. Уз 
и- | ра (1) 


а ий 
8 
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1.6] 
ав (2) 


тдф а- постоявный множитель, который дозженъ быть опредфлент, 
такъ, чтобы вызло мёсто уравнене 


= оны ии в) 
я 


Но принятому обозначению, согхаено съ формулою {2) 


ар 4 
М=1Р 4) 
Миг ы у--я-г ® 


в глазное уразневе будет такое 
ат реак рая 6) 


Пусть В и Р-гааввые радусы кривизны, тогда уравневше (5) 
представится такъ: 


и будетъ показывать, что иекомая поверхность обладаеть тфиъ 
свойствомъ, что въ каждой ея точк$ сумма кривизнъ главвыхь 


. } 
сфченй есть величина постоянназ, равная». 


Въ звифчательнымь свойствамъ искомой поверхноети приво- 
дать также выводь предфльныхь уравненй въ схфдующихь двухъ 
случаяхъ. 

1) Богда даны предзлы двойнаго интеграла относительно уи 
2 т. е. когда дана проэкщя на плоскость ху каждаго изъ двухь 
контуровъ поверхности. Изь формулы [(64), 8 7-Й третьей главы] 
сафдуеть, что въ этомъ случаб будуть имфть место таня пре- 
дЬльных уравнен!я: 


пени -® Дн 


(6) 
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изЬ которыхь каждое показызаеть, что искомая позеруность не- 
еськаеть под прямымь умомз предъдьные цилиндры, такъ какъ 


4 у 
и 
УГ УГ У УРГ 

выражаеть косинусъ угла, составляемаго касательною плоскостью 
ЕЪ искомой поверхности @ъ касательной къ поверхности пре- 
дфаьнаго цилиндра. 

2} Когда при каждомъ изъ предфльныхь значен! у-ка, считае- 
ныхь функщею отъ 2, искомая поверхвость лыфеть общую ор- 
дикату 2 съ данною поверхностью, которой уравнене 


# = Е ®,у) 
то предфльныя уравнен!н выводятся по пр!ему, который нзложенъ 
въ $ 7-мъ третьей тлавы при раземотрьви 5-го случая на осно- 
занш формулъ [(41) и {42), 4-й $ третьей главы]; тавъ что, если 
въ отихъ форнузахь позожимъ для краткости 
4# (29) 
а 


, „ =, 


РУ) р 
9х 

то дая каждаго изъ двухь предбльныхь зваченй у-ка будемъ 
имфть таыя предфльныя уравнения: 


Ро 


[ --Рр, —р}-+ 09, —9]-0 а $)-+ 9 —9]-=0 


которыя по ветавлеви въ нахь выъсто ©, Ри @ их величин 
изъ формулъ (2) и (4) приведутся къ такимъ 
9: 
[оукртткичкан-ии-а = 0 
у. (1) 
| рутер-ыт-наа--ра--аа, |0 


Эти уравневя, представяенияыя въ такомъ видё 


| УР-НР-Г УТА 


виражають слфдующее свойство искомой поверхности: 


Если чрезь основаше ординаты 2 какой нибудь точки контура 
искомой поверхности проведемь плоскость параллельную плоскости 
касательной къ предъльной поввртности, и если чрезз ту же точ- 
ху номтура проведеме нормаль *з искомой поверхности, то эта 
нормаль, будучи продолжена 00 пересъченя 0% выше означенною. 
паралельною плоскостью, будете постоянно равна—а. 


. 1 
Если въ уравнешахь (5} и (7) поставимъ р вмфето а, то по- 


лучимь таыя три уравнены, что при рёшени вопроса: #95 всюхз 
ловертностей, ораничивающихь данный объема, наити такую, *о- 
торая имъаа бы наименушую величину, одно пзь позученныхь, 
хакъ сказано, трехъ уразнен! будеть главныкъ, & друмя два 
будуть предфльными уразненмями, имвющими м$сто въ томъ слу- 
чаф, для котораго выведены предьльныя уравнен!я (7). 


$10. 

Рьшеве четырехъ задачъ, которыя имЪемъ въ виду помфстить 
въ этомъ $ основано на теорш геодезическихь лин! поэтому 
первая половина этого $ будеть содержать изложеве общихь 
свойствь теодезнческихь лин. 

Найдемъ кратчайшее разстояне между двумя точками къ дан- 
вой поверхности. 

Пуеть уравневе данной поверхности, отнесенное къ прамо- 
угольнымъ коордянатамь 2, у, 2, будет 


$ ($, 9,2) =0 
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Таеъ какъ з длина кривой выражается интегралом 


то р5шеше предложеннаго вопросах по епособу Лагравжа право- 
дитея къ отысканцо абсолютнаго шинтит интеграла # 


2 


а 
% = | 4х, = У! — 9, та (х, у, 2} (67) 


Ч а 
Е 
тдВ ^—неопредёленный множитель, который, какь функц! оть 2, 
вмЪетф съ функщями у и 2 долженъ быть опредфленъ помощю 
уразненя ф (2, у, 2) =0 я двухъ друтихь, вытевающихь изъ пре 
равниваня нулю варащи би. 
Варация би на основав формулы [(8) $ 2 второй главы] бу- 
деть такая 


„| жуй а? “Гу 


42. 
РЕ ) &_ а 
| 14 ^ау я 
тан ВИТ 
ы 7 аР 


Но, такъ вакъ буду — Ч, = А ыы 2т, товаращя би равна 
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<. 
ев] 
ВР т як 
В ута я а 
42 а 
ы #*“ 2 
ЕВ ии) 
У 4 а 4 42° 
А У 
(68) 
& 
а 


: ий 


Тяавныя уравненя будуть тая 


у 
45 2 ( @ ) 
у Ч 4 
У: ат а’ 
(69) 
42 
„8 < ( @ ) 
& а ал 
У! - Я - к. 


Преобразуемъ эти уравнени, вводя въ нихъ выёето х— пере- 
мённую иезависвиую з— дугу искомой кривой. 


Умноная 00$ части каждаго изъ уравненй (69) на а я имя 
въ виду, это 


ау 
4 


У. ум 


@2 
4 42 


4 


находимт, что уравненя (69) приведутея кв такимь 


т 48 


дах _ Фу , ара _ 42 


аи ве о) 


4 


Складывая этя два уравненй по умножени перваго изъ вихъ ка Е 
Я 


42 : 
в втораго на -. и принимая во вниманще, что 


& 


всяфдетые уравненя (2, 9, 2)-=0 и что 
Фуду _@в4г__ Фа 


2 2‘ 
зсяфдетше уравневя 
4? ду ат 
ата =! 
получимъ, что 
4:45 __ 4% 
аз 28 


Это уравнене выфстб выфот6 съ двумя уравневыни (70) пря- 
водить къ такому 


откуда 
гр 04 а 
д _ № 4" 
вв = у 
д би 


Выведент свойства исвомой лишш, вытекающя изъ гзавныхь 
уравневй (71) и изъ предфльныхь уравненй, имфющихь мфето 
въ слБдующихь двухъ случалхь: 1} когда 06$ точки искомой 2- 
ви находатея на двухъ данныхь лишяхъ, проведенныхь по дан- 
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ной поверхности 2) когда одва предфльная точка искомой лини 
дана, в другая ея точка находится на данной лини, проведенной 
по данной поверхности. 

Если чрезь о, В, у озназимъ углы, составзяемые нормахью въ 
данной поверхности еъ осями коорлинатт, а чрезь с, , В,, Та, УтЛЫ 
хоторыя дзлаеть главная пормаль искомой лиши съ осями коор- 
динать, то уравнены (71) представятся такъ 


(05 а’ 008% _ 08 
С Оз С 


откуда 


Оозз’ — #003, С033’ = №0058, 005’=Ё003у. 
Возвышая въ кзадрать каждое изъ этихъ равенствъ и затбмъ екла- 
дывая ихъ, получимъ 
оз’ Оозт и + бор = ВА бо 0088-0081). 
Но такь какъ 
Соз?а’ = оз?’ (оз == 1 


и 
Созта-- бов Оз =1, 
то 
° #==1 
8 потому 


@’==я, =, у или “ант, = в-нт, у=у-нт {72) 


тдЬ п есть отношене окружности къ даметру. 

Равенетва (72) показывають, что мавная нормаль искомой ли- 
чаи и нормаль кз данной поверхности находятся на одной прямой, 
значить искомая линя обледветь тЪыъ свойствомъ, что в хажюдой 
зпочкь искомой лини соприкасающаяся плоскость перпендикулярна 
кз плоскости, касательной кз данной повертности. Это есть глав- 
ное свойство искомой лени. Веякая лин, обладающая такимъ 
свойствомъ, называется зеодезическою, хотя она можеть и не быть 
вратчайшею, если двё точка, которыя она соединяеть, достаточно 
удалены одна отъ другой. Такъ на сфер дута большаго круга, 
ббльшая позуокружности, есть линя геодезическая, но она не есть 
хратчайшее разетояве между ея концами. 
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Предфльныя уравненя эъ выше означенныхь двухъ случаяхь вы- 
водатся очень проето изъ приравниваня нулю вааще 6% (68). 

Пусть уравнены двухъ данныхь зав! для каждаго изъ двухь 
данныхь предфловъ 2, п =, будуть тава: 


/ . = |. 1. в р = е |= в 
откуда 
фу, [ры 


ыы Г 
[м=/ о %, [*=/ “Я д. 


Ветавлая эти величины Лун Аг въ формулу (68), получит, что 
предбльная чаеть вар!аци би будеть пмфть такое выражен 


< 


дуа _@ до) 
5=(- 2 8 "а }- 


В = 


(73) 


В (2: Ча 44) 
2 ' Ш @ |. 


Это выражен (73) будеть равно вулю при приравнивани нузю 
варацш 6, з потому уравнева предфльныя будуть тавя 


°. р 
Чу а, (2), 94 (2) 
. , [(: 72 = 


2 
Чиа @, 42 в, (т) 
[(:- а —# + 42 4 )=® @5 


Каждое изъ уравнен!й (74) выражаеть услоше перпендекуляр- 
ности двухъ прямыхь лин Ш: касательной въ геодезической хяви 
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п касательной къ каждой изъ двухъ данныхь лин, значить геоде- 
заческая тив нормальна къ двумъ данвымъ лишямъ; откуда выте- 
хаетъ такая теорема Гаусса (Г1чазовез сепегайез сгеа заретйс!- 
е3 сигуаз). 

«Если изв осъть точек лини, данной на поверхности, по нор- 
мальнымь кз ней направаенямз будуть проведены зеодезическёя ли- 
ни одинаковой длины, то лишя, соединяющая ить оконечности, 
будетз переспкать всь пеодезическая диёи 0% прямымь упломе, 

Если одна изъ предфльныхь точект геодезической линии (х,, У,, 2, } 
будеть дана, а другая ея точка будеть чаходиться на данной 29- 
ни, которой уравнеше 


2» 2, 2. ы] 
Де [ва = [+= [9 
тогда 62,=0 и выражеше (73), будучи приравнено нулю выфет8 
©ъ вамащею бы, даеть одно такое предфльное уравнеше 
=, 


изъ котораго сяфдуетъ, что геодезическая хина, проведенная изъ 
давной точки, перескаеть данную лино подъ прямымъ угломъ. 
Откуда вытекаеть друтая такая теорема Гаусса: Если ‘иза точки, 
данной на поверхности, по всънь маправлешямз будетз проведено 
безчисленное множество зводеическихе линбй одинаковой длины, то 
зинёя, соединяющая ить оконечностиь будетё пересквить из под: 
пряным» умом. Эта лия называется зеодезическимь круюне. 

Теоремы, обратных этимь двумъ теоремамъ Гаусса, очевидно, 
тавые справедливы и выразятся такЪ: 

1) Еривая, переспкающая ортоюнально зеодезичесыя лини, про- 
веденныя 35 всзьхь точекз друлой данной кривой по направаещямь, 
нормальным: кз этой послтдней, отепкветь на всъхз зеодъзическить 
лииять одинаковыя длины, 

2) Ермвая, переспюмощая ортотонально чеодезическая лини, иро- 
веденныя ‘изз одиой данной точки, отеьнаетз на веьть зеодезиче- 
скить мичять одинаковыя длины. Эти теоремы обваруживають та- 
к свойства геодезическихь лин на произвольной поверхности, 
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которыя амфють полную аналоню съ извъетными свойствами пря- 
мыхь лин!, проводимыхь н8 плоскости. 

ВелБдете этого и тбыь теоремажъ, которыя вытекають изъ 
этихъ свойствь прямыхъ лин! для плоскихь кривыхъ, — будуть 
соотЕБтетвовать аналогичеенн предложен!я дая кривыхь, лежащихь 
ва произвольной поверхности, вытекающя изъ приведенныхь вы- 
ше свойствЪ геодезическихь лин. 

Иногда удобифе получить уравневе геодезической лини чрезъ 
интегрироваше дифференщальнаго уравненя, которое выводится 
изъ условя перпендикулярности между соприкасающейся плос- 
костью геодезической лиши н плоскостью, каевтельной къ данной 
поверхности. Уравнене соприкасающей плоскости такое 


А(Х— =) В(Т-у-+ 0(7—9=0 
тд {76} 
А--ау 9*2— 48 @?у, ВЕ: 4'т— 4т 48, С=ах 4у— ду 07 
Уравнене изоскости, касательной къ данной поверхности таяое 


о О Чиа т 


Услове перпендикуларноети этнхь двухъ плоскостей (76) и (77) 


зыразатея такь 
1, 0 — 
А Е В Е 6 а= 

Иан 


49 49 пир : 
9 баг — дату) раме — Фаня) 
гу — д =0. (78) 


Раздели эти уравненя на Е: я принимая 30 вниманте, что велфд- 


стые уравнешя $ (х, у, 2)=0 
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тд ри суть чаетвыя производных 2 по 2 п у, позучимъ 
ау’ в — авё?у) + (го — дл4*2) — (Чт?у — ду@*а) == 0. (19) 


Принимая въ этомь уравненш 2 за перемфнную независимую, 
будемь имфть 415 = 0 и кромВ того изъ уравневя данной поверх- 
ности ф (2,,2)==0 найдемъ, что 


4: = раз -+ аду, 42 == та" -= Эвдаду + Чу* + аа, 
тв ` 
_ 48 _ 4 —_@е 
т ря Зам? ду 


Поэтому уравненше (79) предотаввтел тахъ 
(рау — 992) (газ? 6 Эвауа -- шу" - ау) — 
` —_ р(рах — 94) Фу — ау = 0. 


Раздёливъ все уравнеше на 42° и перемфнизе знаки, получимъ 


з 4 @ В 
О (4 в (виа) =. 89 


Это и есть то дифферевщальное уравнене, которое нифли зъ 
виду вывеети, въ немъ р, 4, 7; $ и $ суть функщи оть &, 9, и &; 
но взъ уравнешя данной поверхности $ (м, у, 2) =0 моженъ 
выразить 2 черезъ д и у, потому уравнеше (80} будеть обыкно- 
венное диференщальное урёвнеше 2-го порядка. 

Теперь переходимъ къ пзаоженю рёщеня тёхь четырехь за- 
дать, которыя имёли въ виду помфетать въ этомъ $ 


Патзя задача. Найти кратчайиее разстояше между дву- 
мя точками на поверуности трехгоснаю заиисоида? 


Пусть уравневе поверхаостн трехъ оснаго олипсоида, отне- 
сенной къ прямоугольныхь координатамъ, 2, у, 2, будеть 
пу 
ин+и=1 а) 


тдВ а, 6, с суть полуоси трехъоснаго элипсонда. 
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Уравнения (71), которым должям удовлетворять координаты гео- 
дезической знши, проведенной по поверхности элишеонда, пред- 
ставатея так 


фт 44 42 
в, 
Е у 8 
ина 


или 
хх 4 фу а_в 9 
а а ® 
кд #-вопомогалельная перемфнназ. 

Означая зрезъ Р перпендикуларъ, опущенный изъ центра элип- 
сондв на плоекость, касатезьную къ его моверхноств и чрезъ Р 
полудаметрь, проведенный изъ центра заицеопда параллельно ка- 
сательной къ геодезической лин, позучимь 


{3) 


(4) 


Продифференцироваюь два раза уравнен!е поверхности элицеонда 
(1), будемъ имбть 


42 „ау 9:2 4=\: ду: 4:\: 
За Зав тат \@) \@) 8) 
а — $: — с — а —= я — с —=0. 
| БЫ 47 Фу 42 ихъ величины 
Вставлаа въ это уравнеше выфсто г, дз, пи 


изъ уравневй (2), полученъ 


Если уравнены (2) возвысимъ. въ квадратВ и сдожимь, то най- 
деыъ, что 
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+» слбдовательно 


6) 


гдф чрезъ р означень рамусъ кривизны геодезической лини. 

Фориула (5) даетъ весьма простое средетво вычислить р — ра- 
мусъ кривизны геодезической лини, эта форнула выражзеть схЁ- 
дующее свойство геодезической лини. Гоодезичеея лини, прото- 
Ояиия чрезь одну ту оке точку элитсоида, имюте 85 этой точ- 
хь радусы кригизны, прямо пропоршоналуные квадратамъ полу- 
Фаметровь, проведенныхь изъ центра элипсоида параллельно каса- 
тельным: эти зводезическихь линчёй. 


4 4 
Унножая первое изъ уравневй (2) на 08, второе на 4 и 
ая ы 


42 

третье на 2у и затВмъ складывая, получвмъ 
а 
в 


аефт буфу ата @ „бу „а 
в” вай а ь [в 94 & | 
а тЫ # Говыи ое 
р 
ИЛИ ТАКЪ ЕЗКЪ В — 
аефх дуу ава В 4: у 42 
24" №4 вая 2 | ве, *а| 
а: Е ИС той 


Въ это равенство выфето 
в @х ау р 42 ах ау да 
& 1% ви фай 28 два 


а — о 
а $ 5‘ @ 5: 6? 


поетавимъ разныя имъ величины, полученных дидкференцирован:- 
емъ уравнен (3) я (4), которое даетъ 


„ео ум в 
% 1% *% 1 аР 
а = ра, 
Чет ауфу 424 
44" 445 ава тар 
ат а В 
тогда получамъ 
РР, 
Р во 


унтегрируя это уравыеше, будемъ имфть 
Рр=с (6) 


гё С пронзьольное поетоявное. 
Формула (6) выражаетъ слдующее свойство геодезической ли- 

ни: дая всякой точки зводезической лини на элипсоидь по всей ея 

длин имъеть постоянную величину произведеще Р. Г) перпенди- 

хуляра, опущеннео изь центра элиисоида на касательную из ео 

поверзности плоскость и полуфбаметра проведеннало изз центра 

Заипсоида паралельно къ касательной къ зводезической лини. 
Формула (6) выбстЕ съ формулою (5} даетъ 

с: 

: 


? © 
которое выражать сяфдующее свойство геолезической линйт. 

По всей длинь одной и тойже зводезической ли на поверх- 
ности элипеонда раднусь ея кривизны изменлетея обратно пропор- 
онально кубу перпендивуляра, опущеннато изь центра элипсоида 
на касательную кз нему плоскость. 

Равенство (6), по вставлен въ него вифето Ри Д равныхь 
выъ рыражеши изъ формуль (3) п (4), приводится къ обыкногев- 
ному деффенщальному уравненю перваго порядка относительно 
у, какъ фуякщш оть т, помощно уравнев!я элиисопла, которое 6у- 
детъ служить дая выражерй 2 п его пропзводныхт р и Е) черель 


у и =; это дифферевиальное ураввеше перваго порздка отлоси- 
Е] 
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тельно у, какъ функцию отъ 2, содержащее одву произвольную 
поетоянвую, предетаваяеть первый интегразлъ того дифференцлаль- 
нато уравнешя втораго порядка, которое получимъ изъ уравнен/я 
(80), подставляя въ это поелфднее вмфето 2, р, 9, Г, 8 и { ихъ 
выражены въ у и 2 изъ уравненн элицеоида, 

Изь уравнен!я (6) полузаетея то уравнезю геодезической лини 
из поверхности элипсоида, которое даль Якоби, выразивъ его помо- 
що Абеневыхь интеграловъ. Чтобы вывести это уравнеше геоде’ 
зической лини изь дифференщальнато урзввензя (6), предезавимъ 
ео въ тавомъ вияб 


(8) 


9) 


(0) 


(11) 


Ивтегрироване уравнены (8) приводится къ Абещевымь ивтегра- 
дамъ помощю преобразованы 2, уи 2 из выражешя оть пере- 
мунныхь ии 5; для этого преобразовавя сдфлаемъ такое веегда 
возможное положене 

или 
7 ве 

0—5) и а и) 
у= Не) 

тогда, ветавляя эти выряженя 2? пу’ въ уравнеше эаписондяа (9), 
найдемъ, что 


я 


{12) 


03) 


(4) 
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Ветавлия въ формулу 26) выфето 2", у", 2 ихъ выражени изъ 
формулъ (12), (13) и (14) полузамъ 

1 _ 0—0) 

м-н а) (5) 


1 
Ветавляя эту величину рт вЪ формулу (8) в полагая для краткости 


ААА) =В {16) 
будемь инфть 
з з з 
(1 — и) °—) [& — Я Ват -ду'-+4:*] {17} 


ТаКЪ КАБ 
95° == 4%' + ду" + 43°. 


Дьфферевцирован!е формуаъ (12), (13) н (14) по ши 9 даеть: 


ее бу уу @_ чуму 
ди аи БуреойуюИ › ди всуб—Нуе 


(18) 


42 _ 2 в оПЕРИВ в _ вумвуви 
ФК’  Бузтпунтя’@ сутиуа-я 


(19) 


На оспованн этяхъ формуль найдемъ, что 


тах дуау 4:4: 
Чат дубу ага: _ с ди › диао ды —0 (20 
фо * дна * аа де идея = 9 9 
а а а" О) ие") 
а ай йе ее) вю) 


з 3 { 2. *) 2 
4 а’ ай Ам) (1—0 
дав Ч я) (е—) 
142 1 4, 1 4 _ в 
аа бий ей и) ю)' а 
1 4/* 1 4 142 _ г 
да р ая фи ей) 


э* 
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Веиудетые этихь формуль (20), (21) и (22) уравневе (17) приво- 
дится къ такому 
(0. и?) (А) ея), О) Аи), 
Поти о яя 
а аи 
В [уе и) в)" 
'Переная первый членъ второй части этаго равенства въ первую 


часть, а второй членъ первой чаети во вторую и означая 


*—-В=Е (23) 


получимъ 
с 


а 


РаздЪляя 06% части  поезёдняго раленства наз произведеше 
(#—0*) (Е) (#— Е) в затмъ извлекая корень квадратный, 
будемъ имёть 


. у == У 4 (8) 
Уи)" ФВ) Убе и ЕЬ-г) 


Это уравненю (24) и есть то дифференцюнальное уравнеше, ко- 
торое имфли въ виду вывеети и котораго интетраль выражается 
чрезь Абежены функции, 

Найдемъ теперь выражене дуги геодезической лиш на поверх- 
ности трехъоснаго эдипеонда. 

На основанш формуль (20) п (21) инбемъ 


и а О 
В о беде 
Но пелЪдстые уравненя (24) 


ем) ше ом 0) и) 
(6—7) (2—5) {и— 6) (с°—м) (В) 


аи, 


потому 
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о ОЕ) 
к ИС ТОС 


3) 


ие 

В) ( 
чину ^*— й этану № — и" 

Ум-Руе-шут-Е уши Пуя—тут-Е 


но вслфдетые уравнен!я (24) 


Е а 


откуда 


зави - ры 


= - 
Уг-Руг-муЕ убив 


Такихъ образомъ дуга геодезической лини на поверхности трехъ- 
оенаго эзапеоида выражается сумкою дпухь Абещевыхь интегра- 
ловъ, 
Шестая задача. Найти кратчайшее разетояье между 
двумя точками на повертноети, вращеная. 
Пусть поверхность враще- 
| ния (ч. 5) отнесена к® прямо- 
угольныиь координатамъ 2, 
р © 9, & взъ которыхь, ё прини- 
Хх мается за ось вращен!я. 
| ух - Если чрезь х означимь 
А = рамуеь параллели, проходя- 
7 2: щей чрезъь какую вибудь 
точку М (1, 9,2) поверх- 
ность вращев!в, а чрезь х 
уголь АСМ, образуемый 
плоскостью Й = съ мерида- 
у, в, номъ, проходящимь чрезъ 
точку М; тогда уравневе 
поверхности будетъ такое 


2—9) =0 (1) 


а координаты поверхности вращев!я предетавятся такъ: 


1 


с) 


& == 76085, у == тбта, в == $(°) {2) 
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Поэтому, вели чрезь $’ озвачимъ производную $ относительно #", 
то формула (7 1) даетъ такое уравнене 


“(=)_.*(8)_* (6) 
227 23% 1 


откуда получаемь 


или 


всябдстве чего 
у (8) 
тд й — произвольное постоянное. 
Дафференцирован!е уравненй (2) даетъ 
42 == "003% — алл.Атх , Чу = @’бтх = дал. Оовх — (4) 


Вставляя изъ равенствъ (2) и (4) выражения 2, у, 42 и ду въ урав- 
нен!е {3}, представленное въ такомъ водё 


54 — уаз — №8 
получимъ 
т74х = В95 (5) 
Формузы (2) и (4) дають 
= у = пал? -н (279’)' аи 
Ветаваяя эту величину 4 въ формулу (5), полузинъ 


пах = уд = ал + (37а 
отЕТда 
—_ 4/1 -- @ 
ЕЕ — и) (8) 


Чрезъ интегрероввне этого уравнешя буденъ вмЪть 


(7) 


Это уравнеше (7) и есть уравнен!е геодезической лювш ва по- 
верхности вращевя, въ немъ 7, и о, какъ координаты начальной 
точки геодезической зивш, опредёляютея по начальному ен позо- 
ложен!ю. Что же касается , то эта произвольная постоянная опредё- 
ляется по данному направленно геодезической линш въ начазьной 
ея точкБ. Направлеще гсодезаческой лини въ хакой нибущь ея точ 
И (черт. 5) опредёзается угломф а, равнымъь КМЛ), который въ 
точ М составляеть геодезическая линя КМ съ мериманомъ РЕ, 
проходящимь чрезъ М я который называется озимутомь геодезия. 
ческой лия МК, Пусть С-—пентръ круга паразези, проходящей 
чрезь М,в ОХ, —прямаа, паралельная ост Х.вь. Пусть М,-точьа ге- 
одезической лин, смвжная съ М, такъ что ИМ, = 45. Чрезъ М, 
проведемь мерижанъ Г, Е, который пересъкаеть кругь паралели 
въ М; тогда дуга ИМ==у4ал п изъ прямоугольнаго безконезяо 
малого треугольника ММ М находим, что 742 = 43.8 а. 
Ветавляя эту велючину 74а въ формулу (5), получвыъ 

75 а == (8) 
Эта формула и служить въ опредфленю # по даннымъ хи азя- 
ыут @, вЪ начальной точкЪ геодезической лини. 

Формула (8) выражаеть главное свойство геодезической лан 
на всякой поверхности вращеня п представляетъ весьма простое 
соотношеше между азимутомъ и радусомъ круга паралели, на ко- 
торомъ находятся точки геодезической лини. Этою формузою поль- 
зуются въ высшей Геодемн при пзеафдованш гоодезяческой линя 
на земной поверхности, которая принимается за сжатый эхниеовдь 
вращения. 

Еели 066 чает равенства (6) умножахмь на 7*, то па осноза- 
ны форнулы (5) получиыъ 

Ик @): 
45 == 74 У о 
Откуда слфдуеть, что дуга геодезической ливя на поверхяости 
вращев!я выражается формулою 
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< „ут -- ЕЕ (2 


75 


8—5 


Седьмая задача Найти кратчайшее разстояще между 
двумя точками на поверхности элитсоида вращенйя. 

Формулы (7) и (9) пятой задачи весьма просто прилагаются къ 
элищеоиду вращенй. 

Если поверхность элиисовда вращенмя отнесем въ прямоугель- 
нымъ коорданатамъ т, у, 2, означивъь каждую изъ двухъ равныхь 
полуовей чрезъ а, п третью полуось чрезъ 6, то уравнен!е поверх- 
ности элипеоида вращеня представится такъ 


я 
На основан этой формулы и формулы (1) лятой задачи найдемъ, 


что ЧР я , поэтому 


ь 
9) = — я 2) 


Ветавляя эту величину $’(7) въ формулу (7) патой задачи и по- 
лагая для краткости 


вы, 


(3) 


позучнуъ 


(а) 


| 
с 
75 


уравнеше геодезической зиви на поверхноети элипеонда врашеня. 
Вставляя въ формулу (9) пятой задачи величину $’("*) изъ фор- 
музы (2) п прунимая во внимане формулу (3), будемь пыфть 


(5) 
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Эта формула служать да опредфденя дуги геодевичесвой лини 
на поверхности элипсовда вращеня. 

Выведемъ теперь такое свойство геодезической ив и на нонерх- 
ноетн элвцеонда вращея, которое бызо похазаво Гудерманонъ 
{журваль ЕКреля $. ХУП). 

На, элинсонаЪ вращезя каждый мериманъ есть геодезичесиля 
дан, такъ какт во всякой точеЁ мерьдына его главная нормаль 
ваходитея на одной праной съ нормалью въ поверхности зраще- 
Ея эависоида; поэтому, означая чрезь с, рашусъ кривизны мери- 
ава, на освовани формузы (7) четвертой задачи, будемъ инфть 

с 
2 — рз 
Если на это равенство раздфдимъ разенетво (7) четвертой за- 
дачи, какъ тзкое, которымъ выражается радуеъ хривизны каждой 
геодезической ляи на поверхности элипсопда вращеня, то по. 
дучамь 


=- (6) 


т. е. на повертности элипсоида вращевя отношеше между кри. 
визною зеодезической лин ч кривизною мерифана остается по- 
стоянныме для воъаб точекь одной и той же зеодезической ищи. 

Восьназя задача. Найти кратчайинее разстояще между 
двумя точками на поверхности коса ледикоцда {винтовой поверх- 
ности)? 

Такъ какъ косой геликондь (Н6НсоФе изиспе) есть геомстриче- 
ское мфето главныхь нормалей винтовой лннйи (В@Нсе), которая, 
будучя отнесева къ прамоутольнымь коордияатанъ Х, У, 2, опре- 
дается уравнемяыи 


Х—а0зю У==абм, = {1} 


ГД ан ф--постолниыя величины, п 
такъ какъ уравнев!я главной порыадн визтовой даши —тамя, 
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то 2, у, г кооркиваты поверхности косаго гезикоида выражаются 
уравненями 
д = ан 005%, увидит, г = (3) 


& уравневе поверхности косаго геликоида представится такъ: 


Уфы” у 
= @ 
Поэтому дервыя два отношены формулы (7 1) приводать къ та- 
кому уравненю 


ат ау 
4 _ @ 
ПУСТ 
в 
или 
Уфу + ата -=0 65) 


Дафференцировае уравнений (3) даеть 
45 = а4и.с03% — виде. Эту 
бу — адибту —- виа. Сово (6) 
92= 5 ) 


4:5 —= а4'8С0з0 — Зайди фобии — ао" Созо — вид бти 
*у — ад’ бто —- ЗадидоСозь — аидо" Это -- ви’ Созо (7) 
Фе = 5 
Возвышая въ квадрать об части каждаго изъ равенствъ (6) и за- 
тбыъ складывая, полузимъ 
98 = аа = (а -- Ра (8) 
Если въ равенство (5) поетавимъ вифето х п у ихь выраженя 


азъ формуль (3), выфето 95, Фу, 2 ихъ выражен изъ форнуль 
(7), то найдемъ, что 


аи" (9) 


Зъэтонъ двфферевцюнальномъ уравнения дефференщалы 4% п де 
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взяты относительно 5. Для болфе простого интегрирована этого 
уравнензя (9), перемфвамъ въ немь перемфниую независимую 5 
на ©, дла этого садуеть вифето 47» поставить равное ему выра. 


: й 
жене 984 Е › тогда будемъ имЪть 


Чи . 
#4 (=) — иде 


или 
аи — дифза'а = иди ав" {10) 
Исключивь 43 п 4*з помощую уравнения (8) изъ уравиены (10}, мо- 
жемъ его интегрировать, разсматривая © какъ перемфиную пе 
завяеныую. 
Чтобы сдЬлать исключене 48 и 475 помощю уравнения (8), про- 
дифферевцируемъ его по т, какъ по первыфнной независимой, тогда 


позузимь 
4345 —= а 4и(Фи + иде") (18) 
Есан въ уравшене (10) вставамъ выВето 494’ равное ему выра- 
жене изъ формулы (11), а вывето 45° равное ему зыражеше изъ 
формуды (8), то получимъ 
4 _ 


(аш +9) (==) гиря 0 (12) 


Такъ какъ это урависве не содержнть явнымъ образомъ пере- 
иЪнной кезависвыой ь, то мы моженъ понизить его порядокъ, 


нолагая 


тогд& 


котораго интегрированю изьфетво, какъ интегрироване линейнаго 
дифференщельнаго уразвнена перваго порядка. 
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$1. 


Предметь этого $ состоить въ изложеши вопроса объ интегри- 
руемоети дифферевшальныхь выраженй, содержащихь крох% 
персмфнной независимой ея функщи и прочзводныя ихь какого 
угодно порядьт. Иззожене этого вопроеа назнемь съ отыскавия 
условЙ, необходимыхь и доетаточняхь для того, чтобы была пол- 
ною производною функц о 


тым 
ь 2( Чу... 1 ни) 81) 


ЕЕ и 


Найдемь сперва усломя необходимыя, выводя ихъ, кзыъ слфд- 
етые предположеня, что функлая о (81) есть полная производная. 
Пусть © (81) есть полная производная фуикия и 


Ч 4 в и) 


1 
О О 
д, о би 
а ^^’ Ч аа ^^ да 
дёльныя значения у п ето проязводныхъ, которыя полузаются встав- 
кою въ уи въ его производных вифсто х предВльныхь значевй 
1, ни 2, этой перемфиной пезавиенмой, 

Равенство (82) обусловливается единственно свойством функ- 
; ау 4“ . 
щи © (81) относительно т, У Де --- дтй НИеволько не зависить 
оть какихь бы ни было чаетныхь отношенй межлу у н 2, такь 


тд чрезь у,, ту означены т8 пре- 


что равенство (82) будеть имфть мФето, когда выфето у, Е В 
) 4 Чу 

т т 1 

а потому равенство (82) можегь быть дифференцировано по харак- 
теристиеВ $ при вакомъ бы ни было предположении относительно какъ 


© 


Ч д, (9 -= 
ДЕ Шоставимъ соотвётетвенно а 
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вообще величивы уи его проузводныхь, тзиъ и предфзьныхь звачен! 
у и его производныхь; откуда сябдуетт, что веяфастые того, что г 
(81) есть полная проязводиая, мн, измная форму функши у безь 
перем ны ея предфльныхь значений будемъ имЪть равенство 


потому что, если функция у и ея производныя не взьфнзются при 
предфлахъ интеграла (82), то и самый оатеграхь остаетсв также 
безъ изыфненя. 

Изь формулы [(18), 2-й $ второй главы] сяфдуетъ, что, если пре- 
дЁльныя значешя фувкци у н ея производных не измфнлютея, то 


а м ар А 
ое (нЕ а, 
я кл 
2, 
3 потому, тахъ какъ [че = 0, то 
Е: 
ы 4Р, ФР, 
. з зу = 
Г (^ а" А 2 и 5 


=, 
Это уравнене при какой бы вн было варацш бу можеть быть 
удовлетворено только такимъ равенствомъ: 


аР, РР Р. 
и... (0 83 
СТ (88) 


что докажется точно также, какь первая теорема перваго $ этой 
тлавы. Равенетво (83), какъ саБдотые того, что © (81) есть пол- 
изя пронзводвая, выражаеть услоше необходимое лля интегрируе- 
мости функции © (81). Это равенетво (83) должно удоваетвораться 
тождественно, такъ какъ оно имфеть мЪето при какомъ бы на было 
отвошевш между у и х. Равенство {83}, какъ услоше, необходи- 
мое дая интегрируемостя функщи %, дано было Эйлеромъ п взьф- 
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стно подь именень Эйлеровой Формулы ивтегрируемости деффе- 
ренщальныхь фувкдИ. Таким образомъ услоще, кеобходимое, 
какъ для того, чтобы фувкця ® (81) быль позною производною, 
Ез 
такъ и для того, чтобы интеграль и Гы ям ль шахнии или 
*, 
шипит, — выражается однимъ в тфиъ же равенствомъ (83), во 
съ такимь разлищемъ: въ елучаЪ, когда © есть полная продзвод- 
ная, равенство (83) должно удовлетворяться тождественно и по 


отвошен!ю къ # интеграль и о есть первообразная функ- 


4—9 


ця оть 2, „м О ; между тВыъ какъ въ сшучаф, когда 


= 


интегряь % о иметь шахнишо или птониоль равенетво 


(83) есть дафферениольное уравнене, служащее для опреджле“ 
11 того отношешя между у и 2, которое обращлеть влтеграль 


% = | эх въ шахиоши илн пупирити, и по отношению къ 2 инте- 


траль # = | ох, хотя и можеть быть разсматриваемъ какь перво- 


образная фувкцы 9, но лить оть одной только перемфиной не- 
зависимой х. 

Доказательство того, что услове, выражаемое равенетвомъ (63) 
ееть также услове, хостаточное для интегрируемости фунящя © 
(81), ны изложимь по мемуару Пузебона *) такъ хазъ изъ дог8за- 
тельетва, предложенлаго этвыь Геометромь въ означениомъ его 
мемуар, вытекаеть пр!емъ, дающий указаве на то, кзкъ произве- 
ста пвтегрирозае фувкию о (81), если онз удовлетворяеть уело- 
вю, выраженному Эвлеровой формулой интегрируемости диффе- 
ренщальныхь функщй. 

Означивъ чрезъ я цфлое я положительное число изи нуль, умно- 
жимъ п па д безконечно малую и произвольную функцию отьги по? 


40 Фо Чу 44 
ставиьъ по, я р... соотвфтетвенно выфсто т т 2..9 


*) Малое зиг 1е са|си] дез уаг1а ов. Мёшотгез Че Асадете Воуме. Т. ©. 
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тогда будемъ выфть " я, т, 9 ... ). Взявъ интегразь оть 
бы 
#21 |, 2%, вт. . )повотьоло какой нибудь велячины т, 
положим 
Е 
4% Фо 
[Поти ... = (84) 
в 5 
Поставивь также ло; в о ‚... соотвфтетвенио виЪето „9, 
4 
т ... ВЪ функщи 
аР, @'Р, аР, ФР, &Р, -@ Р, 
Ра РР ая, 


входящ!я въ формулу [{18), 2-й 8 второй главы], позожимь 


4Р, ‚ @Р. 45 @ 
Ра (торта...) 
з а 
Р, пе 2 (лоу ие...) {85) 
аР. ФР, № 4 
Р аа... (пор и ..) } 


Тогда разность Х,,,—Х, получаемая по формул (84), будеть 
суниа варацщй разлачныхь порядьовъ, пзъ нихь варащяа перваго 
порядка дается формулою [{18), 2-й $ второй главы], въ которой 
слБдуеть положить бл ==.0, такъ какъ предблы интеграловь Х, п 


4 

Хь.. — одиё п тВ же, а вифето у и, р .... сяфдуеть поста“ 
Фо @ . 

вить соотвфтетвепно я, в МЫ веяфдетве же равенства 


(83), которое ныфеть мПето при всякомъ у, & слЪдовательно и при 


45 „2 ® у 4’у 
постановЕВ лю, ® РТМ - выфето ЕР будемъ ныть 
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ь 
Х,.. — Х, = чб (» пи, п ве и .. 
4 
ты (=. зо, т м 
45 д 5 8) 
И (оная, ы .. 9, 
тд% 
2—0 
Чо до 
в, =-— о Ф [д по, в арта. 
бу о, „м 45 )- 
(4% зп >. 
(87) 


4® п до а \ 
=-— тупо, т, в ж.) 
а чрезъ О, означепа сумма безконечно мадыхъ величинъ не виже 
2-го порадка. Полагая въ равенств® (86) посл довательно % ==0, 
в=1, я до в==1-— 1, возьыемъ сумму результатонь, тогда по- 
дучимъ 
Х;— Хе ан... + 


—: —-1 ° 
40 Фо 45 4% Фо 
о (ноте иди = ри (ьньий #5.) 
° 
{88) 
т 
+ к 5, по, в „и = — 
и 4 = ы За ’ ат ‘ 
ы ‘ 
0, +0 +9 -+...-+09,, 


4о 
Така какъ каждая озь сумныъ Х иметь множителами ©, в: 
фо 
=. безконечно малыя везичины перваго порадка, то всегда 
ножно положить $ такямь безковезно больнимъ чнсзомъ, что 
каждая изъ сумыъ $ будоть величина конечная, на томъ же осно- 
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ваши, квкъ показываеть равенство (87) сумма с + +... с, 
которую мы означимъ чрезъ О, будетъ также величина конечная, хро- 
ы$ того, тавъ какъ каждое изъ колячествь 0,, 9, ... @,_, есть 
безконечно малая величии не ниже 2-го порадка, то сумыв О, -+- 
О, +... 9, „, будеть безконечно малая величина, велдетв!е 
чего лрв такомъ & при которомъ каждая изъ суныъ $ велячина 
ковечная,-еумиа 9, +... О; , обратится въ нуль, & потому, 
полагая $ безковечно большимъ получимь 


Ба , 
, 4 Фо 
Х.=Х,-+ о-х[ьФ( нь, зай ... )- 
(о 


С ль в 4 оп в ва #5 
к ‚п ... ‚ я, 
@% о 47 Тая 
пусть =-— безконечно мазая величина такая, что =2=1; тавъ какъ 
® произвольная функщя отЪ х, то можно получить 


бу Фо _ @у 


о и. 


тогда 


2х || „9, и.) ‚Го х, ‚[з.6,0,0...) > 


Похожимъ теперь ё —& тотда еумма Х обратится въ такую 
сумму по &, въ которой эта перемфнная { возрастаеть на одну и 
туже безконечио назую величину =, а потому, считая & 38 4, эта 
сумы У обратится въ опредфленный нитеграль, взатый по { меж- 
ду Он 1; тавиыъ образомъ получимъ 


ее [Ио,о,о п Дов Е ... }- 


(89) 


Чун. ау 49 ( ау 
(ки. )-- р В -- —... | 


тд предподожено, что произвольная постоянная С содержится =Ъ 
одномъ изъ двухъ неопредблевныхь интеграловъ. 


10 
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Выводомъ формулы (89) и доказывается, что усломе выражаемое 
равенетвомъ (83) ееть услоше достаточное для интегрируемости 
фунты © (81). ВифетВ св тёмъ формула (89) даеть ухазане, какъ 
произвести нитегрироване, когда удовлетворяется услове инте- 
трируемостя. 

Премомъ, подобнымъ тоиу, которымъ мы доказали, что равен- 
ство (83) зыражаеть услоше, необходимое дяя питегрируемости 
фуньцы о, содержащей одну только неопредёлевную фунешю у, 
мы на основаны формулы [(25), 2-й $ второй главы], докажемъ, 
что равенствами 


х Е Ро (90) 
и ЧО, совы о (91) 


пифющими мЪето при ка’ихь угодпо 2 в у, выражаются условя, 
необхдимыя дла интегрируемостк фунецщи у, содержащей дв не- 
опредфленныя фунящи у я 2, между собою совершенно иезави- 
симыя. 

Точно также доказательство того, что усломя, выражаемыя 
равенствами (90) и (91) суть условя, достаточных для интегриру- 
емости функщи ©, содержащей двф пеолредфаенныя фупкщи ун2/— 
совершенно анологично съ тыъ доказательствоме, которое ны 
иззожили, ниЪя въ воду показать, что уелое, выражаемое равен- 
ствомъ (83) есть услове, достаточное для интегрируемости фуяк- 
ща 9, содержащей одну только неопредфленную функцио’у. 

Положнмь 


аР, @у @2 
Р, р” О В 
аР. а 
р , + й 
"т ы (., Мет ) (92) 
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40, 4 й: 
[2] 99 ини...) 
99, 4 4 ‚ 
9, 4 (ии... & #..) (97) 
а & 
2—1 т В 


Озвачивь чрезъ ‹ безконечно малую и проязвольную фунецио 
оть д и оставивь безъ измЪненя у и #, будемъ давать у посяЪ- 
довательный радъ величинъ: 0, ®, 2 до в, умноженнаго на без- 
конечно большее ‚Число; тогда взявъ сумму величинъ, соотвфтствую- 
ЩИхЬ бра п принявЪ во влимате, что равенство (99) тожде- 
ственно удовзетворается при веакомъ у, придем, какъ и прежде 
къ тому закзюченю, что 


4х = 1(ж, 00...24... й2- 
не Цены.) 
1 


ме и... )- 
о 


(93} 
9. 4у [2 
1 В, д >. — 


4 и 
ое ШО Е. 


Но такъ какъ равенство (91) тождественно удовлетвораетея при 
какомъ угодно 2 и при у—0, то будемъ имЪфть 


ео. 4... уе = Изв... 0...) 


се. ие. = ее. - .)- 
о 


, | 
Ее (оын и. )-=... 1. 
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Эта формула вызстВ съ формулою (93) даетъ 


„Гоака [изьоо... 00...) @2-= 


1 
Г. 
[в .--ы .. )-- 
о 


] 
к лы... | Г 


(ов! Е - ..: ) ... |. 
Выводомъ формулы (94) и доказывается, что условя, выража- 
емыя равенствами (90) в (91) суть уеломя, достаточных дая нате- 
грируемости функци © содержащей дьё неопредфленныя функци 
уи2, ВыфстВ съ тЬмъ формула (94) даеть указаые, какъ произ- 
вести интегрироване, когда выполняются усломя интегрируености, 
зыражаемыя равенствами (90) и {91). 


$ 12. 

Лексель въ ХУ том М№оУ! соштешаей Асафелае РегороШавае 
выводить усзозя, которыя должна выполнять дафференщельная 
фуввюшя для того, чтобы могла быть проинтегрирована извзетное 
чи6л0 разь по одной и той же перемфнной независимо оть вакихь 
либо чаетвыхь отношеяй межлу перемфввыми, входящими въ эту 
дифференщальную функшю; но выводь Лекееля очевь сложенъ, 
поэтому мы изловимь выводъ Бертрана, помфщенный зъ его ме- 
музре *) «Вог 1ез сопашолз @’ицеста Лив Чез Гопенопз 91 гелыеПев, 


*) 3овгля ае РЕсое Ромашсае ОаЩег 28. 
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Пусть 
ва 9==Иа, уу, у"... У”), 
‚И пр 44 4 
у =. 


Положимъ, что г ееть позвая проязводтая; отыщемъ т5 условия, 
при которыхъ могло быть произведено второе интегрироваше такъ 


чтобы интеграть Го имфлъ бы мфето независимо оть вида 


функщи у, Интегрируя по частамъ, получимъ 


[ де [ов 94% — | пох. 


Тахь какъ интегралъ | 941 пмфеть м»сто независимо оть вида 
функши у всяфдотые того, что © есть полная производная, то, 
чтобы зъ первой части этого равенства могло быть произведено 
двукратное интегрироване функщя + по с; также везавасимо 
оть формы фунища у,— необходимо, чтобы интеграть [одета 
ке имль бы мЪето независимо оть фориы функщи у; поэтому 
функщая 2 должна удовлетворять условю интегрируемости т. в. 
должно существоваеь равенство 

40%) @& а), @ 4(х=) 
ау дз ау ах ду” 


„=. (95) 


Но 
405) @ 9) „@ 90) .® 
бу За Пт ду” 
|] ( ве) аа 
в 9) ау ау 


4 ( т) аа # 4% 
х 2 


4" | 4& а‘ р #“ % 


м, 
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Если сдфлаемъ подетановку въ равенство (95), отбрасывая ту 
часть, которая обращается въ нуль велёдстье того, что о есть 
полная производная, то равенство (95) сдЁлается такимъ 

4 4 & 2% ВАК" 


г 2 Ча? = За ду” `` = рита ..=0. (96) 


Подобнымь образомъ на осиоваши извфетной формузы 
ео 1. 
[= ах | зах = 5 од [он [ео 


Мн придемъ къ такому заключению, чтобы фувешя о могла быть 
пронвтегрирована три раза незавиенио отъ формулы у—необхо- 
дано и достаточно, чтобы, при выполнени двухъ предыдущихь 
еловй,—функшя 2% была бы полною производною т. е. чтобъ 
существовало равенство 


и -ев-е 


а ( =) 4 4 4 


= = в — 
рн 


#4 4 4 & .2* 4 
`( ) Е ВЕ ТСЕТЯ 


@ |. 4 Ге И: 
ат (2 дут РФ О тат = 20 прот ауа 2” д биР 


Если сдёлаежь подетановьу въ равенство (97), отбрасывая ту часть, 
которая обращается въ нуль всяфдеть!е двухъ предыдущихь условй, 
то получниь 


4 _320 № 43 №, (—1)4: 98 
а’ Таавау” “тай ау "Рота дает ( ) 


Навовець въ общемъ сзучаЪ, подобнымь образомь на основани 
извъетной формулы 
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[ера — [роде .. + 


.2— 


то т а [ты (2 -= Ро 


прадемъ къ заключению, что услове необходимое и достаточное 
для того, чтобы фупкоя © могна быть проявтегрирована р-+-1 
разъ иезавиенмо отъ формы у, мы получвмъ, присоедивая къ усл0- 
вамъ, выражающимь возножность интегрировая функ ® — 
р—разь-—то услоше, что функте 95” есть нозная производная. 
Это услоше на основаши Эйлеровой формузы интегрируемости 
дифференщальныхь фувед, по иеключени частей, обращающихся 
въ пуль волфдетйе предндущихь уеломй, выражзется тахимъ 
равенетвомъ 
@  (реПр... 24 4 -. 
дут 1.2...0 ЧЕРТ 
. (100) 
249019 3 
19.0 р ам 


Эха форчула-—та самая, которая дана была Лекселемъ. Очевид- 
но, что число условШ, необходимыхь и достёточныхь дхя того, 
чтобы функщя © могла быть проинтегрерована я разъ, —будеть 
равто и, Формула {89), будучи приложные къ каждому изъ ноте- 
траловъ, составляющихь вторую часть равенетва (99) даеть ука- 


о. 


= 


заи!е, какъ получать питеграть [ 9 4”, если функщя г удовлетро- 


ряеть услоыямь, выражающимь возможность интеграровашя ея 
з разъ независимо отъ формы фуакци у. 


ТЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 
$1. 


Предиеть четвертой главы — нзедфлован!е второй варащи опре- 
дЬленнаго интеграла. Это изслёдоваше, состоящее въ отысканшв 
прознаковъ, которыми отличается шахшиии отъ тиви опред$- 
леннаго интеграла, —мы обусловливаемь тшъ иредположешент, 
что предьлы интеграла—даны, но предбльныя значеня искомыхъ 
функц, обращающихь интеграль въ тахувию изн шийооо,— 
подлежать вар1атйонному измЪненю, варадш же ихъ не свазаны 
ни какими услошаями; между тЪыЪъ какъ въ означенныхь намя въ 
предисловш, мемуарахь Клебша, содержащихь боле общую, чёмъ 
въ другихь мемуарахь, теорйо изсоБдозана второй варшши опре- 
дЬленнаго интеграла, предполагается, что даны какъ предёаь 
интеграла, такъ и предфльныя зиаченя искомыхь функц, обра- 
щающихь ивтеграль въ шазииии или юнит. Въ предиозагае- 
момъ нами изсяЪдовани зторой вара опредбленнаго интеграла, 
Бакъ и въ мемуарахъ Клебщем о томъ же предмет8, — предпола- 
гаетея, что подъинтегральная функля, кромф перемфнныхь инте- 
грарованя и ихъ фувкцИ, содержать производныя этихъ функши 
перваго порядка; пря чвыъ искомыя фунёщи и ахъ производных по 
перемфинымь интегрированя подчинены условноудовлетворать дан- 
иныъ уравнен1ямъ; варащи же кскомыхъ функц и нхь производ- 
выть должны удовлетворять тёмъ условным уравнешямь, которыя 
происходать отъ дифференцированя данныхъ уравнея цо характе- 
ристикф А. Вь 3-мъ 5 третьей главы доказано, что эти условных 
уравнешя не могуть служить основашемъ къ выводу изъ нихъ 
каБой бы ни было зависимости между варщами предёльныхь 
значенй искомыхь функц, тавъ что при этихь уеловныхъ урав- 
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неняхь варащи предфльныхь значенй пскомыхь функд между 
собою независииы. Сотлаено еъ сказаннымь изложнмь изелёдова- 
ше вторей: варащи орредвленнаго интеграла # 


т Зав 
„= |. .. ‚ан, 45, (И 
2: 


Яра 


точно такого же, какой быль взать въ 1-мъ 8 второй главы пря 
отыскани вараци опредфленпахо интеграла. 

Предположимтъ, что предфлы интеграла  (1)--даны, а варащи 
предёльныхь значенй аскомыхь функц у, между собою незави- 
симы, хотя двя вофхь между предфльныхь значенй перемфнаыхъ 
интегрировая #,, 2,.. 2, пекомыя функд у,—еЪ их провзвод- 
ными р,; п перемфиными х, х,...2 связаны уравнешямя 


./ в=0 (2) 


ззращи же искомыхь функц и ихъ производнымь р,; должны 
удовлетворать уравненянь 


‘ Аф,—0 А5.—=0... Ар, =0 
приводимымъ, какъ показано въ З-мъ $ третьей главы къ такимъ 


6 =0 9, =0... бар =0 (3) 


хоторыхь общая форма-—такая 
(4) 


ЗВопроеъ о шахишит пло ша сотеграла % (1) при услов- 
янхь уравнешяхь, (2) п (3), какь показано въ 3-мъ 8 третьей 
главы, по способу Лагранжа, приводится въ вопросу объ 26с9- 
зпотномъ шахивиш пзи ойнимии онтеграза ТП” 


аз 


ча 
ДБ 
400 > Ули 
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2» кажь нензьфетныя функци оть 2, 2,...д, опредфляются вмфс- 
тВ съ иесомымя функшями у, изъ уравневй (2) и изъ такихъ, ко- 
торыя получаются язь приравинван1я нулю вараци $. 

Пред$лы интеграла, какъ даппые, не подлежать варащюнному 
ззмфненю, а потому варащя ТУ, на осповаши формулы [(17) 
3-й $ третьей главы] будеть равна 


В бл 
21|... | Ох, 47... .@%, (6) 
1 а 
ЕВ 
с 69.) ‚у ар, 
9—5, $, й, $, | М, 9 и, {7) 
& сотласно съ формулами [(14) 8-й $ третьей главы] 
ви а 
а, ар, 


ЗВетавияя во вторую часть равенства (6} выфсто О его вели- 
чину изъ формулы (7) и приравнивая нулю варацио 67, полу- 
зимъ уравненшя главныя и предбльныя. Уразненя главныя, говоря 
вообще, будуть уравневя зъ частвыхъ провзводныхь втораго по- 
рядка 


гу ЧР. ‚ ЧР. 
И (8) 


къ которымъ елфдуеть приеосдинить уравнешя (2). Эти уравне- 

в (8) п (2) служать для опредёлены искомыхь фуньщй у, и Л,. 

Обице интегралы у, и А», полученные интегрировашемъ уравнз- 

ий (8) в (21) содержать пронзвольныя функ 2, а,. 
Предфльная засть вараци 3 


2: ра а г 2 
” (Р.Ау, 
| =. [ аа, .. в; 
о ый 


помонуыю формулы [(26) ЗИ $ второй главы) приводатея къ та- 
кому ({—1) кратному внгегралу 
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Г. ртр ик 0) 


хоторый, будучи приравнен нулю, дветь предфльныя урзвнеюя, 
служащия дя опредфлевя произвольныхь функ о,, в,. 


[ е.0=е [= 


тАВ (10) 
4, 4х; 
(Р.:) = ие Р,.. "-б, Ра 
Вторая зараня 8* 7 на основан формуны (6), (7), (9) и (10} 
предетавотся табъ: 


д 
= ыы [аи пы, „..дтн 
Г. Г Е Р.Р... ая, 


Яр и 


ГВ СА, продьненя формулою [{21) 3-й $ третьей главы. 
Всафхетые уравненй (8) и (10} посяфдее два интеграла вто- 
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рой части этаго равенства исчезають, потому вторая вараща 
$1 7 равна 


. а 40 @2ч, 
ву -| Гря» р ее 0 


тд вивсто © сибдуеть поетавить его выражеше изъ формулы 
(7), а А, опредфляется формулою [{21) 3-й 8 третьей главы]. 
Такъ какь суммированю, относящееся къ каждому изъ пока- 
затей в п & должно быть произведено два раза, то мы сперва за. 
мВнимъ въ формузВ (7) показатели $ и $ соотьфтетвенно на 
сир а потомъ уже внесемт это выражен въ (11), не измвяяя 
поназателей зи $, относящихся ко второму суммированйо. Зам%- 
чая, что 
ам, а, 4Р;_ ар, @М, _ ам, 
Фр. бе’ Ф. ЧР,’ 4, 


РВ, _, ам, и, 
>, “а, 4; < арах 


получимь длн второй заращи 3 чакую форму: 


Е 
. ау с 
2: ща (3 „=, Р.: гу) 
ы 1 
* [... п а 03) 
а ' 
Г. Г: ах, Рыь и Ач) 
Г... + 
— а) д й 
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4, 9 
-[* ыы зу, ар. сы 


ЯМ, р, — (12) 


ха. 
+5, Фу 


ар, ар, ; Фи, 
Фу ь- хх, г ш!)} 
“ 4 


—, 


Чтобы получить такое выражеше $*1У, которое могло бы слу- 
жить для гразличеня шахивиш оть шыиоит ивтеграла И, мы 
преобразуемь выражеше (12), поставляя выфсто варелий бу, и 
$, линейныя функщи отъ новыхь перемфнныхь, которыхь коэф- 
физенты опредёзяются сябдующимь образомъ: 

Означая чрезь с„ произвольную поетоднную, которая входить 
ва у, и А,-вежвдствье интегрированы уравнешй (8) и (2) и ко- 
торав можеть находиться какъ въ произвольных фунещяхь *,› 
*,... Такъ п незавневио оть нихъ, составимь выражения: 


въ Боторыхь сумма Х„ отвосвтея въ постоаннымь с„, при чемъ 
п означаеть каждое изъ цфлыхь чисель отъ 1 до 8, в. --. бя 
№ --- в в СУТЬ произвольныя, которыя не входять на въ 
функц у, в 2% ни въ уравненя (8), (2) п (19). 

Тже самыя величиин (13) могугь быть предетавлены такь: 


вов е, ^ 7 
тие, а 
4, Чи, 

ПВ р, 
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если перемнимь указатель 8, и, т соотвЪтетвенно на с, у, м. 


Обииця величины у, или у, разематриваемыя, какъ функщи отъ 
с» пши 6, говоря вообще, между собою ипезавиенмы, количеетва, 
6 Вт или *,„ — совершенно произвольны; поэтому этимъ по- 
слфднимъ всегда возможно такш ведичины, для которыхъ опредф- 
литель Р оть $ количествь (15) и (14) не будетъ равень нулю. 


Сотласно съ этимъ составамъ еще 3 такихъ козичествь 


9), 4), 

Ал = Хи Ито + > Ал 8 а бт Др 
„ т 

4) &). 

А, Яой одре >. Ав Зи т 
ль т 


Тёже самыя количества чрезъ перемёну указателей и % с00т- 
вбтетвенно на № и у представатея такъ: 


Ч 4 

АЕ, В ас. У я 
ии еее: ить (16) 

Ч . 4. 

А, Ева Арх, Се 

в ыы 


Ееди возьмемъ производвыя от кахого ни было изъ уравненй 
(8), (2) и (10) относительно с» или с, унножила эти производ- 
ныя соотьфтсгвенно на {„„ пли #,, и возьмемь сумму этихь 
производныхе, то получииъ линейныя дифференщальныя уравнешя 


(17) 


(18) 


ма 
ацР. а[:Р. 1 
Пе за, 
4 Р.)] 41, 
> ар. @ 


2=0 


(19) 


у 


я 
4 [(Р,3] ар 
/ ре 
а (Р. ]аЁ,, 
ры 


ИЛИ ТАКОГО вида 


{20) 


ЯР а. _ | 
: 


=> Яр: 4, 


на + 


а 
‚ @(Р. 
/ >, у. и 


| 
; < ЦР. ЧЁ, | 
0 
=>“ Яр: ба ] 
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Отвуда слЪдуеть, что величины К и ^ суть рёшенм уравиевй 
. (17), (8) и 19} паи (20), (21) п (22); изъ нихъ (17) или (22) ана- 
логичны еъ тёми, которые даются теоремамя Якоби (журналь 
Креля, {. 17). Тажь какъ опредфаитель О выражен (13) или (14) 
ве ровенъ нулю, то можемъ $ выраженй бу, или бу, выразить 
въ ливейныхь фувкщяхь относительно переменныхь пезавиен- 
мыхъ {, или {, взявъ выражены (33) пли (14) за козффищенты 
этихъ перемфнныхь, а именно 


= 2, Е. (23) Зу, ==, Ё, „1, (24) 
гдБ перемваныя {, или & должны быть разематриваемы, какъ 
функщи оть 2, ...х, Ветавляя оти выражен бу, или $, въ 


форнулу [(21), 3-й $ третьей главы], получимъ 

=, Ари, (26) $, =, Аа, {26) 
Прежде нежели дЪлать подстановку въ варадю $17 (12) на осно- 
ваши фориулъ (23) и (25} или (24) и (26) дая указаннаго пре- 
образованы этой варащи, счятаемъ необходимымъ предварительно 


доказать одну теорему п вывести нёкоторыя формуты изъ равен- 
ства (4). Теорема, которую пмфемъ въ виду доказать слВдующая: 


Ебль чрез у 21 означимь выразженще 


р > 


ЧР ау, ‚к 42.0, 
НЙ 


то это выражеше т 1$ (27) чрез замтьну етодящиирь вв нео коли- 


ый 49, ЧР. , ‚ № 
. -. т ос я 

. 4 +4, Чи’ "= 4, 
зиями от новыхь количествь приводииися къ такому выраженю 
отё этиь новыть количестве, которое тождественно обралцается 


68 нуль. 


чествв Ё, 


равными имз фуни- 


Доказательетво этой теоремы очевь просто. Составь 9%. п. 5. 
уравне!в 


а 
Ва, ББ йь Аа Вуь (28) 
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въ котерыхв ненавзетныя еуть произведен 4, „. В, двухь фувк- 
Ц оть я,,т,...2; & коэфищевты у этихь ‘неизвстныхь суть 
пропзведеня произвольныхь постоянныхь „ой, ь которыя пе 
входать ви въ фунюща у, и А, ни въ уравнены (8), (2) и (19). 
Такъ какъ поетояниыя {„, и #,, совершенно произвольны, то 
всегда возкожно имъ дать тая везнчины, при которыхь ке бу- 
деть равенъ ную какъ опредёлитель т" количествь #„„„ такъ и 
опредфлитель я* количеетвь #„ь; причемъ @ означаеть всё цфлыя 
чнеза оть 1 доза, и Б всё цфлыя числа оть 1 до я. Тёже са- 
мыя уравнен!я (28) могуть быть представлены такъ 


ь Е НХ, в, р, В, (9) 


если замнимъ ‚п, апр соотвьтетвенно на „ „Ир. 
КромВ тоге подожимъ 


4Ры — в ры 
а №, 2.» (80) 


тдЬ множитель РО, „ есть функия отЪ 2,7, ... 2, 

Выразимъ каждый изь множителей РИ, „ зъ линейныхь фунх- 
цикь оть столькихь же перемфнныхь. незавнсиныхь @",„, ваявь 
за коэффищенты этихь перемВиныхь — произвольныя постоянныя 
и» КоТорыя не входать ни въ функщи у, и А, ни вЪ уравне- 
за (8), (2) и (10) и давъ этимъ зи" постоявнымъ тая величины, 
при которыхъ опредзитель #* количеств #„„, не равень нулю; 
причемъ в овначаеть веё цьлыя числа оть 1 до я. Сдёлавъ это, 
подучинь 16. 5. & уравнены 


р® 


тд очевидно каждое изъ перемфнныхь @,, есть фуньщя оть 
2.1,...;, Еели по умножени обфихъ частей равенства (30) на 


=5.1„, 90, (81) 


зт 


„т, виесемъ во вторую чаеть вието вы а Р®, и ихъ вели- 
т 
чины, опредёлаемня формулами (28) п (31), то полузимъ равенство 
небе, В ьь, А В.ь6",, (9) 
ыы 


п 
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Если въ этомъ равенствВ (32) перемёнимъ п и 6 соотватетвенно 
нау и В, то тЁже самыя равенства (32) представятся такъ 


№" ы ее Зо Зри в, Анн Аа Ве 6°,, (88) 


Если въ Уравневахь (29) неремВиныь соотьфтетвенно у и В на 
пи, 10 тЬже самых уравненя (29) предетавятся такЪ 


я, „и Е. й,ь А, В 89 


Если теперь въ равенство (27) поставимь соотвЪтетвенво вы$сто 


Фа Се 3, а, №, —Чем, Йа Е ихъ величины изъ формуль 


(33), (29), (33} я (34) то выражене # 2; {27приведется къ тавому 


Е В 


— Яна, Е.Е, БА, Ида, вй но АВ, ВОЙ Вы А, Вуь 


которое очевидно тождественно равно нулю. 
Непоередствоннымь сибдетЫемъ доЕазвЕной теоремы будеть та- 
кое равенство 
"0 (35) 
тд 


и =, ты ет, ль 


а, п. ки, 
(86) 

а ара, 
_* ь №, 5,2, Фр 4 = Е,» 


Дьйствительно, еслн во вторую часть равенства (36) выфето 
Ри А, Е.А» поставимь ихъ величины изъ форыулъ (13), (15), 
(14) и (16), то получанъ 


=, | 2„х, м ‚9, о, ь, Г _ 


х[; ар, 
И вынь, 


Если въ первомъ член второй части этого равенства перемф- 
нинЪ с на 3 то получииъ 


„|; 4Р, в 
ыы а Де а, 


Если во второмъ членф второй чаети этого равеветва перемЪ- 
нимъ # на и и обратно, то будемъ выть 


ян, [2.5 ак, } 


0 4 
с; @Р, 
— =, ей, №] | 
ег 
У, ГЕ (87). 


Откуда прамо слЬдуеть, что равенство (35) есть непосредетвея- 
ное слёдетые доказанной теоремы. 

Выведенъ теперь изъ равенства (4) нёкоторыя формулы, нуж- 
ныя для преобразован варащи 5 У. 

Если въ равенство (4) вифсто тареапуй ду, ветавимь ихз выра- 
жене, опредфляемыя формулами (23) в примемъ во внямане урав- 
неше (21), то получимъ уравнеше 


анг 4 
2,5. де Видео. (88) 
То ТАКЪ КакЪ 
а _ @ [3 
Р. = ХА, 
, ри бр, 1 


11* 


поэтому уравнеше (38) представится тавъ 


2,5. РТ 


Бе „аи =° (9), 


вли, если въ этомъ уравнеын (39) перемфнамъ соотвБуственио 
зил васиу, 10 


4Р, м, 
3, тары Тито (40) 


Еели уравнеше (40), умноженное на А,„ &„, просуммируемь по 
Е ил, то получикь уравнеше 


5 ион (ыы те «Ал 1» | =% у 


Изъ этого уравнешя вытекаеть такое равенство 


о вый две 69 


2 Я 


Мы введемъ въ вычислене еще тая выражения 


== Г, де ЕВ дя, (43) 
очаввдяо, что 
е аг,„. 82 [27 
Па В ба тие Зе 6) 
ы ' 7 7 ‚ 
з ураввеня (23) и (24) даютъ 
ар › ар 
РН АХ 
вах, бы в =, ее ° 


или замфнивъ во второй части перзаго изъ этихь равенетвъ $ ва с, 
а во второй части втораго изъ этихь равенствъ о на 3, но чфже 
зезичины „и {, можекъ представить такъ: 
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1 ар 1 
=, ат р = > ат, 5, 
Ветавляя эти поелвдяйя выражения &, и 1, въ равенство (44} получимъ 


_ ав, а. арт, 


(45) 


Посредствомъ формуль (43) уравненая (39} и (40) предетавятся такъ: 


| змия 66) 3,5, м ‚=5 
Теперь возвратямел къ преобразован ю второй варащи 5*7У. 
Если къ четвертому интегралу второй части равенства (12) при- 
бавимъ интеграль, опредфаяемый формузою {42) в встазимь вм$- 
ето ду, ду, и 6А, ихь величины изъ формуть (23), (24), (25) и 
$26), то бухемъ имть 


2, 
а ар, 
я |. |. ИИ 
1 А 
ее 2. Ев) 5] 
ее хе ий 47] 
сель, хр Ч ан... т) 
2: а а 
- ах, ... Фи 
та та 
ыы М, ам, 
Вы 
ам. а(т, ,& аР, 4, 
ар, Г ев) +5, ри Тыва — 
“ р 68) 
Рид [49 >. т, 
. 
аР. 


сз ЯР. Я») 
у ара } 
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ВетВдетве того, что 
ам, _@Р.5 
@р.. 9, 
вырэжеве (48) приводится къ такому: 


ВЕ, 5, х, Г, ов 


а, Бел В, № 


ам, в) вар, |, 


— 5 д са, о 


“Зара 48, 


+ ыы ЗА НЕ,, Е ы а. 3) 
ел 


. [о % 
Хьх, ямы 1 — 
, < ы о» 5, Фь Аз о =. 
аРы 4, 
—5, 2, 2,5, >, д Вл Е» а. — 


р ар, м, 
: — 25,5, 5,5, м ль В де. — 


& 
ар (т. :) 
р. 


й Ио фри Ревва 
Но. 


< 
Е.Е, ИЕ, 


С 
ел 


Пед м а 
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РЕ @. @, 
—5 Во, Ви Е Ри, 


ЯР 4.1. м 


— $, 5,5. 5,5, бы а; 


р; , 


Такъ ЯР ЧР; › то въ посяВднемъ членф второй части 


<; =: 


аР., ЧР; 
этого равенства мы поставимъ 7 вмвето -—# и затфыъ, ТакЪ 


С = 
кавъ фи 7 имвють однБ и тВже значен!я, то перемБнниъ # на $ 
и обратио, тогда 

ар, :) 
ИЕ Е 


ЗИ Х, в ар Е, Тв, уд = 
* ух 


ме ра 


ВЫ РТ, Че 


(50) 


+, 5,5, 1, Е ры 


аР.ЧТь #, 
+, 5.5, х, ар де Ко», Ч. 


Поставляя въ равенство (49) вызсто первой части равенства 
(50) его вторую часть и принимая во внямане равенства (20) и 
(35), приденф къ заключено, что 


хх „5 -{2. „ [., Е =} + 


а р 
В, ун Тиз Е др. 


(51) 


Подетавляя это выражене # (51) въ формулу (47) и замфчая, что 


Я.) р Я 
4; суда; аш, * 


получим 
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2 


2 "-|* Г 5,2, п [вн в Чы т.„-= 


и 


ЧР ар ат, 
Ре д}... 4 - 


5 а 


=. ар й, 
“|. вы За еда. .. ба, 


Провода по формуть [(26), 3-й $ второй главы], къ ($—1) врат- 
ному интегразу первый изъ двухъ интеграловъ этого равенства, 
найден, что нё основани уравненш (19) подъинтегральная функ- 
я полученнаго $—1 кратиаго интеграла равна нулю, & потому 


ре [лов 
ы 2 


на основаня же рыл (13) варащя 6 будеть иифть такую 


форму 


у " (. соль четы [9% ...4щ. (52) 


24 


По искяюченн изъ подъ знака | выражения $* 7(52) козичествь 


т: иди ",; помонию уравненй (46) пзелВдоваше второй ва- 
`ыаци 6% приводятся въ изелфховавю  дифференщальнаго вы- 
раженя однороднаго, пёлаго и второй степени по отношеню 
къ прризвольнымъ перемфинымъ между 0бою независимымъ. 
Изь вывода формулы (52) слбдуеть, что этою формузою выра- 
вается вторая варащи опредфхеннаго интеграла въ томъ слуза\, 
когда предЪлы интеграла даны, а предёльныя значешя искомыхъ 
функц между собою независимы. Формулою (52) выражается также 
вторая вара опрадфленнаго интеграла въ томъ случа, когда да- 
ны и предёлы интеграла, и предъльныя значеня искомыхъ функций, 


„7 
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такъ какъ въ этомъ случаЪ предфльная часть второй варащя 
опредфленнаго интеграла равна нулю. Если же даны предфльныя 
значеныя искомыхь функц, & предьзы интеграла не даны пли 
если и даны предёлы интеграла, но предёльныя звачешя иеко- 
ныть функц и ихъ варащи евязаны данными условными урав- 
ненми, или вообще, если предфлы интеграла и предфхьныя зна- 
ченя искомыхь функц, & также ихъ варащи должны удовле- 
творать ханнымъ усзомямъ, то велЪдотые той затруднительноетн, 
которая соетоить въ подведени вефхъ разныхь услоый подъ об- 
шую форму приведене второй варащт опредфлениаго интегра- 
ла къ виду, удобному для разляченя шахипиш отъ пипниим, холж- 
но быть произведено особымъ образомъ въ каждомъ частномъ 
случа, хотя и иа оснозани т$хъ премовъ, посредетвомъ которыхъ 
получилаеь формула (52), Въ задачахь попь №№ 14 и 92 будеть 
показано такое приведеше второй варащи опредфленнаго инте- 
грала въ томъ случаВ, когда даны предфльвыя значеня искомыхь 
функц, а предёлы интеграла не даны, 


$ 2. 


Если при данныхь предёлахъ интеграла У, его похъинтеграль- 
вая фунищя содержать только перем нныя интегрировая =... 
2, и ихь функщи у, тогда изслдоване второй варащи 6* 7 при- 
водится прамо къ изслвдованно дифференщальнаго выражен!я одно- 
роднаго, пфлаго и второй степени по отношеню въ варащяыъ 
ду„ еели эти вараши 2у, между собою независимы, такъ какъ 
тогда вторая заращи 6* И” букеть равна 


р ул ам 
#7. Й [ Га, 5, Мау, вы, 
а, 
2.1 2, 


Есла же заращя ду, которыхъ число равно 5, связаны # услов- 
ными уравненями, не содержащими производныхь этихь вара 
$, по я, причем # <_ 5; тогда по исключения # варащи помощю 


„а. 63) 


этихъ условныхь уравненй изъ подъ зима | выражена 6" 
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{53), взолдоване второй зартащи 6* 7’ приводится къ язслдовано 
полученнаго по сказанномъ исключеши дифференщальнаго выра 
жен однороднаго, пфлаго в второй степени по отрошеши къ 
перемфннымъ, между собою независимым 


$3. 

Вь случаВ проетаго интеграла, полагая $==1 въ формулахь 
(5), (6) в (7), 1-й $] получвиь, что первая варащя простаго 
интеграла И 

аз 
я [0 У... У Вира ---Ры) АФН 48% 
я, 1 


при данныхь его предфлахь, бухеть имфть такую форну, 


вт, , в {мы Уи. 


ал 


Для простоты письма  проиную независимую 2, будемъ 03- 
начать просто чрезъ 2, ея предфаьныя значення чрезь м их, и 
положим 


ау, 
а 


9. р (54) 


, ... РР — др," Ры Яр 


тв 
ФИ. УВ. Р-Р), №, --. М 
тогда простой ивтеграль И зредставачетея такъ 


о 
я= [ие УСА м 
+ 


55) 
=... 08 85) 


$ его вараща, пря данныхь предёлахъ будеть имёть такую 
орму 
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“ ы 
эт=| зе бы, |. Чаи. (56) 
ел 2, 


При данныхь предблахъ интеграла 7 (55) уравнеше $77 == 
приведеть къ главнымъ уравневзыь 


№ бы =0 (57) 
и къ предфльнымь | 
=, РА 

[2 = [2.. = 0. {68} 


Интегрирован!е тлавныхь уравневй (57) какъ даффенщальныхь 
уравнен!й, говоря вообще, втораго порядка, даеть $ функц! оть 
2 и оть 925 произвольныхь постоеянвыхь, хоторых мы означаемь, 
чрезв с,,с,—©,, величины 2, и 2, —данныхь предёловъ интеграла 
7 (55) могуть быть каыя угодно, поэтому, если функци отъ 2, 
опредфлаемыя уравнеными (57) и вхь производные по х будуть 
поставлены вибсто РЯ и р. въ предфавных уравнены (58), то эти 
предвяьныя уравнешя будуть имфть иЪето при какихъ угодно ве- 
личинать д,, 2, р при соотьвтетвующихь имъ величинахь проязе 
ВОЛЬНЫХЬ ПОСТОЯННЫХЬ С,, С,... С,; Отвудв слбдуеть, что пре- 
дзьными уравнешаями (58) устанавливается между т, 2, и иро- 
извозьными постоянными с,, с,... с, такай зависимость, всзёд- 
стые которой д, н 2, ногуть быть разематриваемы, какъ оунк- 
Щи оть произвольныхь постоанныхь с,, 6... С,» и чноленныя 
зноченя м и ,, какь числелныя значевшя такихь фувющй ‘оть 
6,, с,...6,„ которыя опредфляются предфльными уравневями (58) *). 
Есля же 2, и 2, суть функщи ОТЪ с, с,... @&„ опредёлаемыя 
предбльными уравненшами (58); то этн прехзльныя уравнешя диф- 


*) Въ задьчахь подь №№Ти 2 будеть показано, какъ изъ предёльныть 
Травиев! таких, кавъ (58) могуть быть опредфаемы предфлы ивтеграаз, 
хавъ фупхшв отъ кроизвольныхь постоднныхь, входащихь въ искомую 
фтякиаю, получдемую при интегрирован главныхь уравнев!й. 
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ференцируены по с, с,,...с,„ кавь по перемфинымъ независи- 
мымъ; & лотому премы, служашя дзя вывода фориухы (52) при- 
водать въ заключению, что вторая варащя проетаго интеграла 
7/55), при данныхь его предфлахь, получитея изъ формулы (52) 
‘при хозовеня #=1. Такь кавъ составъ предёльныхь уравненй 
{58) по отношешн кЪ 2,27, в произвольнымъ постоянным» С, 6,... 
с, не измняется, то усченная заращя каждой изъ фуньшй 
ж, и *,, опредфляемыхь предёжьными уравневями (58), — равна 
нуяю, что и согласно съ танъ,.что м и 2,, какъ даньные пре- 
д№лы интеграла 16(55) не подлежать варлацюивому изыёненю. 

Позагая въ формух» (52) =1 ин принимая во внимае 0бо- 
значеня, выражаемыя разенствами (54) буденъ имЪть, что вторая 
заращя 6*И” равиа 


2 
=т-| [22 р дл, |= (59) 
. =, ” 
в: 
ау, ЧЕ, арт 
т, = “и Зет В 69 (50) 


р 5, ар, А, 


Изъ подь знака ] величины т, или т, должны быть вскзючены 
помощю уравненя 


- В, били к, =. (61) 
, ° 


Теперь покажемъ, хаъъ на основани метода Клебшь и помо- 
цю формулы (56), (59) и (60) получить ташя, которыя служили 
бы освоващемь рёшевю вопроса © шахипиш нли инпуюит про- 
стаго интеграла, въ воторомъ, при данныхь его предфлахь, подъ 
знакомъ р паходитея перемзнная независимая 2, ея функщя ув 
производныя этой фунЕщи у по 2 какого угодно порядка. 

Пусть данъ такой простой интегразь 
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2 
ву 2 
м [Г(хз Чи... Ра Ко 
ел 
Полагая У—у, возьмемъ уравнешя 
@ @ — 
инь = ... ба 9 8 0 463) 


и примемъ эти уравнешя за условныя, въ которыхь у,, у, пу, 
зводятся, какъ новыя функцы, при усзовш, что эти уравнел:з 
{63)— днффенцируемы по характеристакВ д, такъ что имфемъ 


@ ‚ 
ев, 0, у, о ау, 0. (64) 


Буденъ искать шахидол или пипбаиш интеграяа % 


# = ГО У»... аш (65) 


пра данныхь предбзахь этого интеграза и при услови, чтобы урав- 
нешя (63) и (64) были удовлетворены. 

Этотъ вопроеъ мы рёшииь по способу Лагранжа, находя шыь 
тиш или шахиааш интеграла И 


я Ка 9 .-. т ==, (1) ... = (66) 


а, (= —» = 
при ханныхь предфдахь этого интеграла 7 (66). 

Есаи преднозожимь, что вы подъинтегральной фунещи ивте- 
трази Я (55) 
Ч, 


И 


@у.. 
= т 1, о. фи = 


притомъ, вели преднолежимъ, что въ подъинтегрельной фуниця 


— 14 
4, 


интеграза (55) функша { не содержать производныхь в 


4, ито интеграль Я’(55) будетъ такойже, каке и интегралъ 
7 (65), а потому вопросъ о шахнипи изя шшииии янтеграла 
(62) равнозначулий съ вопросомъ о шахниша или шийиилт интеграла 
17 (66), бужеть также равнозначущь съ вопросомъ о тахпаиа 
ван штипию интеграла У7 (55) При вышесказанномь предполо- 
жени относительно подъинтегральной функци интеграла 7 (55), 


—форнуза (56) приметь такую форму: 


ел с 2 2 
в’ / Хи Дрьзн, +... Дау -- [Ри = 
т, =. = =: 


- [(-5 У (2, —^, 22» =... 


а таказ формула, какъ доказано во 2-мь $ второй главы, приво- 
дитея къ слдующей: 


вт И Е „+ 


Я ри 
т, 
й ар, \ 4" |” 
ет 
2: 
“ар  @Р 4"Р 
| (аль —. 5" бы ре 


* . 


Приравниране нулю каждой части этого равенства приводить 
въ уразненяыт, служащимь для опредфешя искомой фупкши у. 
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Чтобы помощио формуль (59) и (60) получить вторую варацию 
интеграла +, (62) слёдуеть въ формулу (59) подъ знакомъ Й вмф- 


а. . 
А: ар. поставить таыя ихъ везичины, которыя они 


о 
будуть имёть при формулахъ (63), (64) и (66). 

Въ нервой изъ формуль (60) 5 иметь одно только значене, 
с означаеть каждое изъ пфлыхь чисель отъ 1 до 8, во второй же 
изъ формуль (60) с имфетъ одно тозько значеше, аз означаеть 
каждое изъ цфлыхь чисель отъ 1 до 8; поэтому, если зрезъ м ознз- 
чимъ каждое изь ифлыхь чисеть отз 1 до 3, то можемъ поста- 
вить ‹ въ первую изъ формуль (60) выфето с, а во вторую изъ 
формуль (60) выЪето $; едВлазь эту подстановку, будемъ имфть 


[2 а. ЧО 
ее Зо, р (7) 
ау. а, ар 1 

= —* 9 . 
Е С 

Еели въ формулВ (59) подь знакомъ 1 указателямъ ьакъ $, такъ 
и с будемъ давать значены: 1, 2, 3... я—1,%, то преденъ къ 
заключению, что 


о 


такЪ какъ изъ формулы (66) слёдуеть, что фунещя подъь знакомъ 
|] тавова, что для воВХЬ 3 меньшихь 3 каждая изъ производвыхь 
Р,„ не содержить ни одной изь производныхь функц у по 2, & 


а 
потому для всфхь $ менылихь т производная ар равна нулю 
с 


в 10дько дая з==т производная Р‚, == Р„„ == содержить 


ду 
44% 


оду только производную Фу. Такикь обравомь 
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но по положеню у, == у, ведфдетые же уравнешя (68) 
А 4 _ "у 
2 


у: Ук арЕтт "в рт 


° 
а потому, поставаяя \ выфсто в въ формулу (59) я въ первую 
изъ формулъ (67), будемь имЪть 


Е 
фи = а, 1 йе (68) 
=( Га" ) 
[и ат» @) 1 
т [5 о, ви, | (69) 
такъ какъ волздстые уравненй (64) 
у & у 4" у 
$, Е ... 89 ФЕ... “„ Е 


& по формуламъ (13) и (63) 


тдЬ е означаеть каждое изь цфлыхь чисель отъ 1 до чи. 
Такъ кавъ опредёяитель Г равенъ 
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то заключенный вЪ скобЕзхъ множитель прет въ формул (69) есть 


также опредфлитель, который означимъ чрезъ 7), и который равенъ 


ат, 
2=| 1. 1...-1. 2 Мы 
ЧТ, 
В... Тр... о 
нии еее ичнннннньь (12) 
ат, 
Т..Ёьь... Ти. -. Тыь ба 
ё у 4 Зу @”—Зу а"3у 
о | 


Такимъ образомъ вторая варацы 6*и, булеть имёть форму 


и 5 Фу у) рева ыы (73) 


Въ такой форм вторая варйащя простаго интеграла представ- 
лена Госсомъ (журналь Крелая $. .\). 

Если зъ подъивтеграяьную функино ивтеграла % (62) входятъ 
проязводняя у по 2 перваго и втораго порядка, тогда вторую варацию 
Фи, мы позучимь, полагая т = 2 въ формулахь (73), (72) и (71) 


ИИ С ив р, са 


гАф 


(75) 


и, 2 | 
У’ а 
прачемъ е означаеть каждое зъ цфаыхь чисель оть 1 ло 4. 
Формулы [(59) в (45)]; (69) я (60)] К98), (7) я (71)} приво- 
датъ въ заключено, что звакь второй варади пнтеграда, ныЪю- 
зцаго вахнеии или шпИшат, опредёляетсз знакомъ дифферен- 
шальваго зыраженя, которое, будучи однородинмъ, цфлымъ и вто- 
фой етедени относительно произвольныхь и везавиеямыхь между 
собою количествь, входить подъ знакъ | каждаго изъ интеграловъ, 
находящихся во второй части равенетвъ (52), (59) м (73). Такое 
заключене основано на томъ предположении, что дифференщаль- 
ное выражене, по знаку котораго опрелляетея знакь второй ва- 
рая интеграла, имзющаго шахницш пли шийшаю, — остается 
величиною конезною для вехъ 1Ъхъ значонй перемфнныхь не- 
завиекмыхь, на которыя распространяется данный интеграгь; 
зтобы это предположен ивЪфло мЪето для каждой изъ формуль 
(52), (59) в (73), необходимо, чтобы не обращался въ нуль опре- 
дёзитель Ш, входянИЙ подъ знакъ | въ каждую изъ формуль (52), 
(53) и (73) для вебхъ тЪхь значенй пережфныхь независимыхъ, 
на которыя распростраляется данный питеграль. Такое предпо- 
дожен, если возможно, выполняется насчеть пропзвольныхь по- 
стоанныхь, входящихь въ означенный опредфзитель О; возможность 
же эта обусловливается тБмъ, чтобы не пифхь мВета такой елу- 
чай, когда между предфлами давнаго иктеграла есть одно или н$- 
скозько такрхь значенй перемвнныхь независимыхь, при кото- 
рыхъ опредфаитель Д обращается въ нуль, каковы бы не были 
вежичины производьныхь постоянных, входящихь въ этоть опре- 
двлитель Л. Если такой случай имфетъ мфето, го необхедемо 
предзаы интеграза ограничить такими величинами, что, ебли ме- 
жду ними будуть ззаты предфлы интеграла, то будеть возможно 
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васчеть произвольныхь постоянныхъ, входящих въ р, выполнить 
то усдове, чтобы этоть опредьлитель Г) ве обращадея въ нуль 
дня вефхъ значе й поремфнныхь независвмыхь между ззатыма 
предфлами интеграла. 


$4. 
Чтобы помощю формузъ (59) и (60) получить вторую варацию 
простаго интеграла % 


= а 
н= [1() 6 (16) 
Л 
мы представемь формулу (60) въ такой форуБ 
ту, Тб (77) 


какую имфеть формула (43), изъ которой выведена формула (60). 

Полагая въ формул (59) з=9==1, а въ формулЬ (77) =и=1 
и означая Г,, зрезъ №, &,, чрезъ А, ®,, чрезъ #,, т, чрез ти 
+ чрезь &, принимая также во внимаше, что 24 ==, будемъ 
имЪтЬ 


{78) 


ть 
т 9% ара, т9 
Ра Би 9 
_М 80 
АНА в (80) 


Сообразно съ тВыт, что въ ковцё предъидущато 3-го $ сказано 

о знак второй варацш опредфленнаго интеграла, изсаЪдоване 

второй варащи интеграла и (76) будеть состоять въ опредблена 

тахихь величинь, ч4т0, если между ними будуть взаты предфлы 

интеграла м (76), то будеть возможно  насчеть произвольныхь 
12* 
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& п, входящихь въ Г (80), удовлетворить тому условтю, чтобы 
Т не обращелея въ нуль для воъхъ значенй 2 между взятыми 


предфаами. 
Представимъ 2 (80) въ такомъ видЬ: 
4 
49 [№ , 46, 
|де, [1, * ду. 
4, 


‚А 
Очевидно, что, тажь какъ отношене т есть количество, вовер- 
а 


шенно произвольное, то для него веегда возможно выбрать такую 
величину, что выражеше 
@у 
ас, 
а (81) 
4, 


==“ 


4. 
не будеть равно нулю, если только отношение нежху предЪ- 
4; 
ами 2 и, не привимасть вебхъ ведичинь 01$ — со до-+ со, 
потому что въ этомъ случаф между 2, п м, веегда будеть нахо- 
днться така величина, которая обратить выражене (81) въ нуль. 
Формулы (17) и (80) приводать къ заключению, что Ё (80) есть 
интеграль слдующаго дифферевщальнаго уравнетя 
а ар вр а ау 44 аг 
т "аи № [и МТ "| 6 
[7 Я #5 


Ветавлая въ это уравнене выфето Г его частных значения Е и 
й 
и › получимъ тайя два уразвена 
и (#)_ 27 4, 9 34 
ау" 4. т а да 46, Гоа с, ] 0 
2 4 ат 4 #5 
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ГИ: ау г ЧИ м 41 ау 
(Е) а а оба, "7.49 (ве) | = 
92 4 а @ 45 


Помиожая первое изъ этяхь уравненй на Е ‚а второе ва Ро 
а д 


вычитая одно изъ другаго, получямъ 


а а! (2) “() 
 |[ (49) 4 _ Е 46, у] = 
БАР ат 4, 4, 
откуда 
4+ 


[4 а "Че, а, 


а? 
(2) 


тдБ 4 — произвольная постоянна 


ияи 
м 
#( 4, ) Е 
пи р) 
=. ас, 


аи \* 
(* — величина положительна, а произвольная постоянная Ав 


9, 
- а+ 
производная (=) тдержираеть междут предфлами т, п, по- 
4х 
стояныо каждая свой одпиъ п тот же знакъ, положомъ, что но- 
а{ 
стоянная 4 и производная ( и) ныфють  одиизковые знаки, 
ах 
Чу 


4/94.  @с. 
тогдз ——[| — } — величина пояожотельная, поэтому отношения —— 
@\ Чу а 


@с, 9, 
поетоянно увеличивается между предфаами м, п 2,; и мы про- 
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ау 
23 


. 5 4 
ходимь къ такому заключеню: если отношене ау между пред- 


2. 
дами х, и х, прянимаеть вез возможныя величины оть — © 
до-+ <> ©, то оно должно быть фупкщею прерывной, такъ зто, 
начавъ съ извфетной велечины увеличиваться и доходя до +2, 
должна вдругь перейти въ — со и возрастать снова до той вели- 
чины, отъ которой начали увеличиваться; положимя, что 2, есть 


4 


._ 46; 

такая величина, при которой отвощение т, двяаотса опять рав- 
4, 

вымъ той же везичинЪ, которую имфла при х равнымъ давной 


величин» х. Къ подобному же заключению придемъ, положивъ, 


зто произвольная постоянная А и производная (. 


развые зиаки. Такамъ образомъ будемъ имфть уравнеше 


в, 4, 
@с. Че, 
т 82 
4,7 4 © 
ас, @с, 


тд чрезь у, и у, означены значены у, соотвётетвующя 2, и д. 
Еели будеть яфеколько звачен!й х, удовяетворающихь уравненню 
(82); тогда, пранявъ меньшее изъ этихь значен!й 2 за х,- второй 
предъль интеграла, будемъ выть таые предфлы #, их, при ко- 
торыхь насчеть произвольныхь постозиныхь А, и /, можно бу- 
деть удовлетворить тому условю, чтобы Г не обратился въ пуль 
дяя везхъ значенй х между х, и х,. 

Бозе простой премъ для опредфлешя такихь предёловъ мы 
выведемь изъ другахго уравневя, къ которому приводится уравне- 
ше (82). 

Такъ камь подъинтегральная фувкща интеграла (76) кромЪ 2 
и у содержитъ производную у по 2 тольЕо перваго порядка, то, 
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приравнивая нулю варацио би, опредфавемую по формул [(18), 
2-й $ второй главы], получимъ, что главное уравневе будеть такое; 


4_@, 9 
ау —&( ( ((8))-° 
а 
4х 
Это уравнеше, говоря вообще, втораго порядка, а потому его 
энтегразь, заключая въ себ дв произвольныя постоянный с, и 
с», будеть такого вида: 
у== (т, с, с) 


озвачая чрезъ у, и у, величины у, соотафтетвующия 2, и %,, бу- 
демъ ныть два уравненя 


= Ро, в, в, у == Р(@,, 6, ,) (83) 
Дифференцьруя эти два уравнеши по с, и с,, позучимъ 


Чу, бу, 


4, = ар е, + р Че ‚ду = -®. ь ао, А, (84) 


4, 

величина д, считается данною, постозвною, такою же величиною 
считается п у, — соотвтетвующая 2, такъ что @у, = 0; полагая 
Чу. =0 во второмъ изъ послёднихь двухь уравненй, будемъ имфть 


а 
0= -. йе. г. де, — откуда = то 
4, 
Ветаваяя это отнотеше х въ первое изъ уравневй (84), най- 
демь, что 
Фу, с. с, (85) 


изъ отаго равенства слфдуетт, что уравневше (82) приводитея къ 
такому 


(6) 


которое показываетт, что ддя опредфлешя ведичины м, служать 
слВдующя премъ: изъ уравнев! (83} псключается одна изъ про- 
извольныхь постоянныхь, положимъ с,. ТакЪ что получимъ 


$, ®, 9,6) =0 
затёмъ дифференщаль $ по с, преравнивается нулю и изъ урав- 


вешя “ — 0 опредвхяетеях,. Уравнене (86), коль слёдуеть изъ фор- 


у, 


д 
мулы (85), имфетъ всегда корень #, =; если случится, что уравне- 
зе (86) имфеть одинф только корень х, = и другихь корней 
не иметь, то это зизчитъ, что изечеть производьныхь постозиныхъ 
№ и, входащихь въ Г. (80) всегда можно удовлетворить тому 
условю, чтобы Ё не обращался въ нуль для вефхь значешмй це- 
ремфнной между каками бы ни было предфлами, а потому данный 
интеграть всегда будеть инЪть шахилат или шшниош, какова бы 
ни была разность между предфлами. 


$5. 


Чтобы пзь формузы (52) получить вторую заредто 5" двой- 
наго интеграла И” 
д. у 
= [Гол оби 
= 
тд 
22 — 
Р= 19 ау 
сяЪдуеть положить #=2, $=1, в ==1; ееды принять во внима- 
ве, что 
аР,, _ ар, 


Ч 


бр р» 


если означимь т, зрезь х, 2, зрезь у, %,„ чрезъ х, м „ чрезъ я, 
2. чрезь у; 2.„ чрезъ у,; функдио у, чрезъ и, производаыя:; 
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ау _@ @у 42 
Фи = да, дд ЧРеЗЪ Вр, — С. ду "285 4, 
потомъ 
а 
Р. а’ . 
= чрезъ ©; 


тогда вторая вари 6*И7 представится такъ 


24 у 
аР аР 
о ее, и иуаны 60 


эм 9 
Выраженя т„ нт,„ мы получниь изъ формуль (43), подагая 
5=1я=1я1—=2. Если означамъ Г „ чрезь ГР, и еели пра- 
мекь во выимане, что 14, == 62, то 


р 944) аа) __@#_ ара 
зн ах 4х @ ТГ % Е 
(88) 
-_—ь а) _ ЧЕ} 98 аГ 4 
вы Я а 9 т 4 Г 
тдЪ, во форнуланъ (13) 
1-5, 2 *, (89) 


Изъ того, что сказано въ концЪ 3-го $ и звакф второй вар!а- 
щи опредфленнаго интеграла, слфдуеть, что вообще звавъ второй 
звраци 5*17 (87) опредёзяетея знаком» того дифференщальнаго 
выражена, которое ниходится подъ знакомъ Л двойнаго интеграза 
во второй части равенства (87). Услоня же, служащая для опре- 
дфленя знака этого дифференщазьнаго зыраженя одиороднаго, 
цфжего п второй степени относительно произвольныхь и незавя- 
симыхь между собою количествь тн и т,„, какъ известно, —с1%- 
хротии аРа @Р\* ) 

1) (4 >60 
ар 4 \49 
Е {90) 
- аР . 
2 въ едуча $ пшиат в Е. <0 въ елуча$ шахииии. 


ПРИБАВЛЕНИ!Я. 


ПРИБАВЛЕНЕ ПЕРВОЕ. 


Варацн производной какого угодно порядка функщи объ одной 
перемфнной независимой весьма просто выводится на основаши 
той теоремы, что варащя дифференщала равна дифференщалу 
взарацщи. Теорему эту ны докажемъ точно также, какь она дока- 
зана въ статьЁ нашей»): о деухь предиетахь, относяииится кз ва- 
иарному чсчисленю. 

По формул [(9), 2-й $ первой главы] полная варацы ду пред- 
ставится тавъ: 


откуда 
а 
фу 
аАу = Заз 4 
съ другой стороны 
— 
@= 2 


Поставшая Уи Х соотьфтетвенно вмфсто у и 2, получимъ ра- 
венство 


ФУ 


47 = 


ах 


*) Эта статья наша помфщена въ 1-мъ выпускЪ ТУ тома Математичесвато 
Сборника, издаваемаго Московскимь Математическииь Обществохь 1868 г. 
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хоторое велфдетые того, что 


ах 
ах= и @х 
тождественно съ такамъ 
ву= т @х 


& потому, вакъ яветвуеть изъ формулы [{(9), 2-й $ первой главы] 
зартащя Ау подучител, еели послфянее равенство продифферен- 
‹царуем® по $ и позожинъ Ё = я, такъ что 

1=а 

фу 


де 


А4у = 


Такъ каБь хи # между собою негависныы, то изъ равенствъ 


{а == 


29 | даа и = о, 8 


заЪдуеть, что Аду—4Ау т.в.что полная варащя дифференцала рава 
дифференц:алу полной вар!аци. Откуда слфдуеть, зто А4*у = Ау, 
такъ какБ Ау — ду == Аду = 4*5у, и вообще Ад”у — “Ау, 

Хоказанная теорема, очевидно, имфеть мфсто и въ случа усБ- 
ченной варацли. ДЬйствительно, по форнуз$ [(3), 1-й $ первой 
главы] инъенъ 


{а 


ви = [ще а 


Такъ ваьъ въ случа усфченвой варйащи перемфнизя независимая 5, 
не подлевить варащонному измфнению, то вояздетве ивызненя 
одного только соетава фувьши у, дифференщаль 4 (2,ё) предста- 
витея ТакЪ 


“ве Че 


ЧЕ) = 


Но по фориужв [(3), 1-й 8 первой главы], опредфлающен ту ве- 
личину, которая дозжна быть взята выфсто функщи у при опре- 
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дфлени ек усЪченной варацт по способу Эйлера, —вар!ащя ау 
получится, если послфднее равенство продафференцируемъ по {и 
позожимь =, тогда будемъ имфть 


= 
с, / 9-й) 
м = | дей 4 


Тавъ какъ перемфнная х п { между собою незвьиевмы, то изъ 
равенству 


я 


я 
а — Ре а „ „-/ 8 ой 


слЬдуеть, что б4у = 4у т. е. что уебченная варащя дифферен- 
цала равна дифференцалу усфченной варащи. Откуда слфдуетъ, 
зто вообще $4“у = 4*Фу. 

Счатаемъь ие лвшнимъ дать ыфето въ нашемь курсЪ весьма про- 
стому геометрическому выводу теоремы. Возьмемъ двБ кривыя 
АВ п ОФ (черт. 1). Пусть какая вибудь точка № кривой АВ 
переходить по кривой ММ, въ точку М, криво СФ. Опуставъ на 
ось общинь изъ точекь Ми М, перпевдикуаары МК и М.Г, 
овначиыь чрезь Н пересфчене М, съ кривой АВ и пусть Н 
переходить в точку @ кривой СЛ но кривой Н@; изъ @ опустахъ 
перпендикулярь ОР ва ось абедисеъ; тогда 


ОР=МЕ-+аМ, Е) + ги + 
п 
ФР НЕ АНТ) = ея 
а потому 
МЕ.) + п +... = НБА мВ. 


При вотавлени уе Ау +5 У +... выбето М.Гну-жау-н 


т 2 
вмфето НЕЁ въ ЕЗждую изъ двухъ частей этого равенства присое- 
дянимъ въ у безконечно мазыя величины только перваго и вто- 
раго порядковъ, тогда подучимъ равенетво, 


к ауч- аду А 
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изъ котораго елБдуетъ, что @\у = А4у. Для доказательствы тео- 
ремы, въ случа усъченной варацш будеть служить точно та- 
кой же, но болъе простой теометричесый выводз. 

Изъ Эйлерова опредбаешя варади и изъ первоначальныхь пра- 
виль дифференцирован!я непосредственно вытевають сеБдующя 
основныя теоремы варащоннаго исчиеленя: 1) вараця суммы 
равна сумы варац!; 2) вараця перенфннаго, умноженнаго нз 
постоянное, равна произведению постолннаго на варащю пере- 
мфннаго; 3) варащя пропзведешя нзеколькихь фузкц!И равняется 
самому произведеню, умноженному нё сумму частныхъ, проиешед- 
шШохъ отъ раздфленя вара каждаго миожителя ва самый мно- 
житель; в вообще 4} есла функция своего свойства не измфиняетъ, 
во содержитъ перемфнных, поддежацуя варащюоняому азыненню, 
но варащя такой функц найдется, какь обыкновенный диффе- 
ренщаль, въ которомъ дифферевщаяъ каждой перехфнной дозжевъ 
быть замЪненъ ея варащею, Эти основныя теоремы виЪстф съ 
тою, которая была доказана, приводать къ весьма простому опре- 
двленно полной заращи производной функц. 

Пусть у — фувещя отъ 2, тогда 


—% 
= ж® 
_%. 
Ау а + [2 
откуда 
ву [3 
З4у=А (=) @ 42 4х 
такъ КАЕЪ $ — перемфченная пезависвыал, то 445 = 9Ах == 485 = 


== $4е.Но по формузв м—® 25 +- ду, ныфемъ 


а\у= (о -8) а -- На 
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На основан доказанной теоремы уравнивая вторыя части этихъ 

. ь 
двухь равенствъ п сокращая члены, имфющ!е множителями 042 и 
4х, получвиъ 


а, Ч 
Ара 


ив ду р ел 
Если 5—0, то А де обрататся 35 бар’ и мы будемъ ныфть 


у бу 

@ 
ЗВелбдетые этаго равевства формула, выражающзя `# ‚ првве- 
детеа къ такой 


нра (1) 
тдЪ 


На освованш докасаниаго равенства АЗ4у = ЯЛу изъ формулы (1) 
выведется формула, выражающих завиеймость между поаной и усф- 


у 
зенной варяциыи второй проззволной --:. р ТОЧНО также, кашъ фор- 
мула (1} изъ формулы душ + $у. Дайствительно, 


4/\ _ Фу 
а “ = 45 


а а 4 
м (де) (ео 


такъ какъ х — перемфиная независиман, 10 445 = 4Ах = 48% = 
Заз. Но но формул (1) 


4 4;  @%5у 9% 
®(#)= (+ ут СУ ое 


отвуда 


4? 


На основани того, что АЯ (" 


ж)= аА (% \зравшшьыа вторыя ча- 
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сти двухъ послёдвихь равенетвъ п сокращая чаены, визюние мно- 
жотедями 24% н 4:2, подучимъ 


., 
Если д = 0'т0 &(5. ы обратитеа въ с 2 (2) и мы будемь пыёть 


4х (7 
(1 _ 2 
р а 
а потому 
а 8; 4:5 х [9 а" 
(9) вета (2) 2) 
гдф | 


Подобнымь же образомъ ва основаши доказаннаго равенства 
ау — @4\у выведетея, что вообще 


ата, ат ау гы 
А да при 8, (=) (=) 


„» 
«ен 

Такимъ образомъ зависимость между полною ин усбченною ва» 
ращами производной фунеши у — точно такая ве, какъ между 
полною и усфчевною варацию самой фунсши 9, именво: полная 
варфелия производной функиёи у состоита изг двуть частей: 1) одна 
часть сеть усъченная варащя производной функши у и 2) друшя 
часть есть дифферениаль производной, вв которой окъсто т саъ- 
дуеть поставить 6%; причемь успченная варёия производной фун- 
ким у равна производной усвченной варбаши функии у. 

Пусть у — такая функшя, которая своего свойства не взы$- 
нзеть и въ которую явно входать подзежанця варащювному изыЪ- 
неншю: перемфнная независимая х, ся функц у,... 5, и провз- 
водныя этихъ функц по х перзаго порядка. Эти производныя 
означимь такимъ рядомь 


ТАБ 


В». В 
и вообще 


@ 
р 
Варашя кавдой изъ фуньщИ у, и каждой изъ производныхь 
этихь функш на основан формуль (1) и [{10), 1-й $ первой 
главы] представится таку: 
99, — 5, ву, , дар, = др, + р, 
тдВ согласно принятому обозначенно 


Ву, Ед ар, Иа 
Означимъ варацию функц © зрезъ $5. Чтобы найти эту варацю 
4%, стоить только продифференцировать © относительно леремвн- 
ной независимой 5 и ея фунци у, р, поставив выфето 4х, ду, @р, 
соотьвтетвенно дл, ду, 5р,. Но тавъ какъ варадш ду, и Ар, со- 
стоять изъ двухь частей, то по правиламъ дифференщальнаго 
исчислешн можно сперва дать приращене 52 перемнной веза- 
‘висиной д и выфетф съ тёыъ измёнять функ у, ир, тольхо на 
4,9, б.р, т. е. только на первыя частн варадй Ау, Ар» волЪл- 
стые чего въ фувещи р произойдеть приращене, которое соста- 
вить первую часть 69; потомъ, оставивь безь перемны 2,—-изм®- 
нать фуикщи у, р, только на бу, бр, т. е. только на вторыя 
части зеращй Ау, Ар; происходящее отъ этаго въ © прирэщене 
оставить вторую чаеть вараци $, которую ддя краткости озна- 
чимъ чрезь бо. Перваз часть варйзщи 30 будеть такая 
[2 
& [2 
4 

т5 въ производной ар луеть измВнять вее то, что въ © ивыф- 
нлется зыфот съ х. Такъ вакъ вторая чавть 30 провеходвть 
тозько отъ изыфнены фувкий у„, р, на вторых части ихъ вар- 
4, 


КИ в таБЪ вакъ бр, ‚ то вторая часть 3% представится такъ 


ТА 
4 
ар, 


Х, означаеть сумму, взятую по показателямъ 5. Такимъ образомъ 


4%; 4 48 
И-М, ЕР, Ч (2) 


Выведемъ варацию простаго опредьлевнаго ивтеграла и 


а, 
и [чм (8) 


взятаго отноевтедьно перемфнной независимой х между пред- 
лами 2, в х,, которые считаются постоянными относнтельно 2. 

Въ подъинтегральную фунющю о входатъ перемфнная неза- 
висимая х, ея функцы у, у... 9, в прокзводвых этихь функ- 
ЦН по х перваго порядка; каждую изъ этихь производныхь во- 
обще обозначим такъ 


Такъ какъ опредфленный интеграть не зависить отъ между пре- 
й 4% 
АВльныхь значен!Й неремённой независимой 2, то производная Е 


тождественно равна нудю; поэтому Аи == ён. 

Вь стальв своей: «Обтопяганов Фапе {огише @’ОзгостадзКу» *) 
я доказаль но способу Эйлера формулу Остротрадекаго, опред%- 
яющую варацио многократиаго опредфаенизго интеграла, сведя 
лэмфнене предаовъ из измфневе перемфиныхь интегрирования. 
Сообразно съ этимъ доказательствомь будеть изложень выводъ 
варацш интеграла и (3). Верадио фи по споеобу Эвлера мы най- 
демъ, взавъ витегразь 0 


Г 


х, 
[ тах 4) 
х, 


й 
*) Тодгаа! топ СтеНе. Т. ГТУ. 1860. 
13 
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относвтельно перемфнной Х, которая выражается равенством [(6), 
1-й $ первой главы]. Предфан Х, п Х, получатея, если въ равен- 
ство [(6), 1-й $3 первой главы) выфето х поставамъ соотвфтетвенно 
я, ит,; эти предфны Х, и Х, будучи поетоянны относительно 2, со- 
держать произвольный параметрь #. Подъинтегральная функша 7 
относительно Х, ея фуяуц У,..У, п произвольныхь этихъ функ- 
д по Х перваго порядка есть такая же функщя, казъ ® отноеп- 
тельно 2, ея фубкщИ 9,,...у, и производныхь этихь функц пох 
перваго порядка; функши же У,...У, выражаются равенетрами, 
аналогичными съ тВмъ, которое позучимъ, поставляя Х выфсто 2, 
въ равенство [(3), 1-й 8 первой главы], перемёняя Ги Е над п Ё, 
и ноаатая Ё( Хы) = У,. Такъ какь на формул [(3), 1-й $ первой 
главы] Х есть пепрерывиая фупешя отъ хп & т0 каждому пзъ 
зназен х будеть отвфчаль соотвЁтетнующее ему значеше Х при 
веякомъ &, и наобороть для каждаго изъ значенй Х будемь имть 
соотв тетвующее ему значене д при всякомъ &, такъ что веЪ тЁ 
значен!я 2, на которыя распространяется интегразь % (3) нечер- 
оывають вс тЪ значеня Х, на которыя распространяетея инте- 
тразъ 0 (4) в которыя имфють мЪфсто при веякомъ { Поэтому 
замфнал перемвнную Х ея функщею отъжи& мы всегда можент 
ввести въ интеграхь 0 (4) прежнюю перемнную 2. 

Дфзая это поередетномъ преобразования перемфнной, обывновеяно 
употребляенаго въ простомъ интегразЪ, мы получвиъ равенство, 


ра 
ах 
о= [Уча ©) 
= 


в которомъ интеграль С’ долженъ быть взатъ относительно преж- 
ней перемфиной х между ея предфлами т, ия. 

Такимь образомт, чтобы по сповобу Эйлера получить варацю 
интеграза и (3), нужно взять производную по # оть обоихь ча- 
стей равенства (5) и положить =. 

Такъ какъ 2, и т, предёлы интеграла 0 (5) не зависят отъ 1, 
то дифферевцировае по # обонхъ частей разенства (5) дает 
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Праниман во знаман!е, что 


=а 
/ Т=о би 
п что соглаено съ обозиачешемъ, принатомъ пря вызодв фор- 
мулф (2) 
—а 
д7 
Е = 


3 также имфя въ виду, что по формулЬ [(6), 1-й $ первой гзавы] 


ах: [хе 
а '[а 4 
будемъ ямВть 


= Ве ео (6) 


Какъ было доказано вначалВ этого 6, фи — Ащ. и ТаКЪ какъ у 
своего свойства не измфняеть, то 80 = Аф, в $х== Аж, поэтому 
равенство (6) можеть быть представлено такъ 


=, Ел 2: 
и | дах + дай) = Г (24 = ага) = ] быв) 
2, : Е 
Этимъ равенствомъ выражается такая теорема: варииия интеурола 
равняется интефалу варим. 
Если въ формулу (6) выфето 9% поставямъ равиое этой вар!а- 
цш выражеше по формуд® (2) и если примемъ во внимаше, что 


то поту равенство 


би „аль “Лавры &(Р, На (> Ри = @) 
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которое приводится къ такому: 
д Е 2, 
‚ ) ро д аР., \. 
м [89 [.Р.,89 + , М, — ие су, ах (8) 
ыл 2, ый 


Та часть варащи 2, которая находится внё знака р относитея 
въ предёламъ интеграла я вазываетел предфльною часто варациз. 


ПРИБАВЛЕНТЕ ВТОРОЕ. 


Возьмемъ на раземотрёве опредфаенный проетой внтеграль % 
(3), которато зайащя найдена въ первомъ прибавлени. Этоть 
интеграль между его предфлами принимаеть неопрелфленное число 
различаыхь значен!, смотря по тому, какую форму мы дадимъ 
каждой изъ функц! у,; каждой фориф, какая будетъ даша каждой 
изъ фуньщИ у, будеть отвфчать соотвфтетвующее ей значене инте- 
граша 1 (3), такъ что сауъ собою предетавляется вопросъ: найти 
тая у, при которыхъ интегразь и (3) имфлть бы шахнпит иля 
шиниию между его предфлами? Для рфшевя этого вопроса раз- 
смотримж интегразъ С (4), который быль взятъ въ первомь при- 
бавленв при отыекаяш варащи пятеграла м (3). Ивтеграль И 
{4) можеть быть разематриваемъ, какъ функщя отъ фи ве зна- 
чеща И (4), соотвЁтетвующия значешянъ &, будуть почерпывать 
ве значешя, которыя будеть пыЪть ивтеграль % (3), когда въ 
него выфето у, будем»ь подетавлять различныя фувкци отъ пере- 
миной интегрирован; такъ что вопроеъ о вазбольиихь в ная- 
меньшихь оначешахь иятеграла % (3} приводится къ са дующему: 
вайти такое & при которомъ фуньшя @ (4) омфла бы шахищии 
ули шт юию? Пусть при # == а фуякця О (4) пмфеть тахлиат 
иди пИюйлит, откуда слфдуеть, что про = х фувкщи у, обра- 
таютъ интеграль и (3) въ шахшиа вап тонИшет. Но чтоби пря 
“== х функдя О (4) пыфла шахнлат пло шИлит, какь язв- 
стно изъ дифференщальнаго исчислешя, нужно, чтобы производ- 
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= а 
[2 
ная 4. 0, а такъ пл б% то въ случа тахитит или 


шипит интеграла % {3), необходимо, зтобы би = 0. Дая отлн- 
ча шахиииш отъ шишшиии, какъ также извфетно изъ дифферен- 
щальнаго печисяешая, собдуеть опредфлить знакъ второй провз- 


но этоть знавь есть знакь второй вара- 


ци $%, такъ вахъ $2. Такимъ образомъ услоше фи == 9 


есть услоне, необхонтиое дая того, чтобы интеграль # (3) пыфаъ 
пахшиий пли пиюипат; изъ этого условя $и = 0 выводится урав- 
невие, служашИя для опредЪжен!я искомыхъ фувкцй, обращающехь 
интеграль въ шахйиит или тайна. Второе услове еостоить въ 
томъ, чтобы 6*и, вторая варащя интеграла и (3), оставаясь ве- 
личяяою хонезною для вевхъ тёхъ зиачен перемфнной пвтегри- 
роваша, на которыя распространяется ивтеграль # (3), сохра- 
Н51А ОДИНЪ И ТОТЬ же знакь, который и служить дия разлечен!я 
ПахпииЕ отъ шине. Нервое уелоше, какъ необходимое, дохжно 
вылолнятьея всегда, корда интеграть имЪетъ тахнопе или тайн- 
и; второв же услоше можеть не выполняться, вторая варашя 
4и можеть бёть равна нухю, между ТВуЪ кажЪ интеграль и им$- 
еть шаХшлий или шннкиик, Этот случай такой же, какъ и тотъ, 
когда при изеяфдовашяхь шахшиии и пизниию, относящихся къ 
дифференщальному исчиеленио, вторая производная разна ‘ную; 
тогда, какъ извфетно, нужно третью производную прираввять нулю, 
и вывести услоте при предположен, что четвертан препзводная 
сохраняеть знакъ. Тавъ слфдуеть поступать и при изелфдованяхъ 
шахнииш или шишиот опредфленнаго ритеграла и (3), когда 
84 ==. 0, т. е. нужно варацию $% положить равной нулю и вы- 
вести услоые при предпоможении, что 5%» еохраннеть звакъ. Если 
и = 0, то нужно 2% положить равной нулю и вывести усхове 
при предположенш, что 2%! сохранзеть знак и т, д. Но при со- 
временномъ состознш теор! дифферевцюназьныхь уравненй, из- 
сзфдоваше кпахНоци и ваша простыхь интегразовъ обыкно- 
венно ограничивается т$ми выводам, которыя вытекають изъ при- 
равяивашя нулю первой варацш я ввъ опредфлени знака второй 
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вараци при предпозожени, что опа не обращается ни вЪ вуль, 
вз въ безконеяность; что впрочемъ и достаточно для облаети тЬхъ 
вопросовъ о тахнопе или пНипиие, которые имфють теоретиче- 
ское пли практическое значене. 

При выводВ изъ уравнения 2и = 0 тЬжъ, которыя служатъ дая 
опредбленя функд, обращающихь интеграл % въ пахипии или 
зушиииш, сафдуеть разсиатривать два случая; 1) когда выфеть 
кфето шажиний ян шимиташ абеолюиный, т.е. такой, при кото- 
ромъ неизвфстныя вакъ 7, их, такъ и у, уховлетворяють однову 
только условшю 24 == 0 и не связаны между собою някакимъ 0со- 
бымъ уеломень; ихь варащи 62» 67, и бу, содержащяея въ и, 
совершенно произвольны и незавосамы между собою, такъ что 
уравнене 6и == 0 должно существовать, каковы бы ие были зиа- 
чел и форма этихъ варацш; 2) когда иметь мфето шахпиик 
ии пИпапт относительный, т. е. такой, при которомъ 2,, &, 
или у, пли тб и друг, кромЪ уеловя би = ©, должны удовлетво- 
рать особымъ условыань, ихъ варащи дх,, би., бу, содержащяея 
въ 6, связаны между собою уеловными уравневямл. Въ этомъ 
второмъ случаЪ, чтобы получить ураввен!я, которыя елужать для 
опредвленя искомыхь функщй, обращающихь интеграль % въ ша- 
хит иди шшипат, мы моженъ поступать, какъ и въ перзомъ 
случа, подьзуяеь уравневыями, которыя даны, кавъ условиня, для 
веключеша помощю ихъ такого же чиела варащ, или вводя но- 
выя веизвфотныя для того, чтобы ими удовлетворить усдомямъ за- 
дачв;-—посредетвомъ такого исключен или введешя новыхъ не- 
извфетныхь, во второмъ случа, кавь и въ первомь, варТаци, 
входяш!я въ преобразованное такныъ образомъ уравнене би == 0, 
могуть быть разсматриваемы, совершенно производныя нп незавя- 
симыя между собою фунЕци. Такимъ образомъ, пыфющ мфето 
въ случаБ относительнаго шахпоци изя шицииий нитеграла, вы- 
зодъ уравнен!й, которыя вытевають изъ приравниваня нулю ва- 
Мащи ивтеграза и служать дан опредфленя вскомыхь функ, 
обращающихь интегражь эъ щахипит или пилот. —преводитея 
къ выводу этихъ уравненй, имфющеку м®ето въ случаБ абсолют- 
наго шаха или шит и осконавному на сзфдующихь двухъ 
теоремахъ. 


Первая теорема. Чтобы уравнеше би = 0 ныфло м%ето въ с1у- 
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ча} абсолютнаго тахниией плл кии интеграла и, необходимо, 
чтобы въ третьемъ члевв второй частн равенства [(8), прябавяе- 
31а перваго] коэффищенть пра каждой изъ варащ! бу, быль бы 
равенъ нулю. 

Доказательство. Уравнеше би ==0 должно существовать, ка- 
ковы не бызи значешя и форма вар1аЦЙ, входящихь въ ды, слЬ- 
довательно оно дозжно пыёть м®ето п при 64, —0 я при 2х, =0 
п пря ду, = (@—#,) (#—х,) в, *), ГДЬ ®,— безконечно малая в с0- 
вершенно производная фуньща отъ 2. Если же подожимъ $, = 0, 
би, =0 и бу, = (4—4,) (2—2) в, то первые два члена второй 
части равенства [(8), прибавленя перваго] печезають и варащя 
$# првведется къ одному только интегралу 


2. 

‚ . аР.. | 

2и=| 5,2 —Ры 

й Ге, [х, Е |“ [9 
ый 


Еели тенерь предположимъ, что во второй части этого равен- 
ства кооффащенть при каждой изъ зарац! Фу, не равенъ нулю, 
то по произвольности п незавнеимости ®, можемъ ВЗЯТЬ ЭТОТЪ 


аР, 
нножитель такъ, чтобы при № — 220 было бы в, >09; а 


при №, бы хо было бы << 0, тогда питеграль второй 
части равенетвь (1), а слфдовательно в вараща би не будеть 
равна нулю п усломе шахииат паи пшрии не будетъ выпол- 
нятьея. Къ такому же слёдствшю приведеть предположеше, что 
кооффищенть при каждой въ нЪкоторыхь Фу, наи при одной 
только изъ нихъ не равняется нулю. Таким» образомъ, чтобы Зи=0, 
веобходимо, чтобы во второй части равенства (1) коэффищенть 
при каздой изъ варацй су, равнязея нулю. Уравненя, получен- 
ныя на освован!ч первой теоремы, относятся во вефмъ зназенамь 


*) Въ слузаБ, когда въ интеграл и подъ заакомъ [ вромф пережфнной 


везавионмой 2, функ у, ...ф входать производных 9: .., 9, по & вакого 
угохно порядка, —сафлуеть сдфлать такое позожене: ву = (1—2 )тИт—аиь, 
гдф т, есть высвИЙ порадокъ изъ тфхь, которые пибютъ проязводвыя фун- 
ВИНЕ у, по х. 
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перемфиной 2, на которыя распространяется интетраль, и вави- 
ваются уравненями заавными зиме меопредтаенными. 

Вторая теорема. Чтобы уравнене би = 0 имбло мфсто въ слу- 
ча абеолютнаго шазтши ихи шиниот иатеграла и, веобходимо 
долженъ быть равенъ нулю коэффищевть при каждой изъ вара- 
Я, входящихь въ предфльную часть варащи интеграла и, опре- 
ляемой формулой [{8), прибавленя перваго]. 

Доказательство. Вел дстые первой теоремы предфльная часть 
зари би, опредбляемой формулою [(8), прибавзены перваго] 
приводитея къ сумм двухъ такихь членовь 


а ыы 
ёц = [25 =/.2 „89.) . (2) 
2, ел 


Не трудно доказать, что, тавъ какъ вараци 62 и су, между с0- 
бою незавиенны, то и предфльныя вхъ значеня 


2 #, а ы 
5 ) р 
ее Дек, [4 
также между собою независимы. Въ самомъ дъзЬ положимъ 


деи), — и), м Фуад, 


АВ юм @. — вуть совершенно производьшыя п независниыя 
между собою количества, не содержания 2. Тегда 


я 


ее, [№ = в-щ,, 


=. =, 


[= = (и.о, [2 = (ия), , 


Откуда сабдуеть, что такь казъ БЕ, 0,, между собою ве- 
зависимы, то и предфльныя значеня варадий 6х и бу, также между 
с0б0ю независимы, а потому равенство нулю коэффищента при 
каждомъ изъ предфльныхь значенй вар1адй 54 л бу, мы выведамт, 
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пользуясь пруемомъ, который быхь употребленъ для доказательства 
равенства нулю коэффищента при каждой из® вари бу, въ ра- 
венств® (1) *). Уравненшя, выведенныя пзъ уравненя $и=0 на 


*) Въ случа, когда въ интегралв и, иодъ знакомь [, крон перекфнной 
независимой х и ея функщ у,..у, входять производных этяхъ фуикш® 
по 2 кахого угодно порядва,-варнлия ви ноередотвонъ метода Елебиа вы. 
водителя изъ варийи тавого ицтограза, ву который, поль эвадомь [, кро 
перемфнной независимой и ел функц! у, ..у, —входать производныя этих 
фунёщ по 2, тозько первато порядка, Этоть зыводт, кажъ поваввно во 
2-мь $ второй главы, приводить въ заключению, что вЪ предфаьнуо часть 
варащн 94 врохВ 62 и ду, входать произволвыя предфльныхь значений бу, 
по 2, и высийЙ порадокъ этихъ провзводныхь ость #,—1, есди зи, есть вые- 
ш# порядовь взк тёхь, которые инфютъ производныя функши у, по 2 въ 
подъивтегральной фуцитии витограза 4; позтоиу эъ случаф, когда въ инте- 
тразь м, похь знакомь [, пром перемёяной везавислиой 2 и ея фуявщИ 
у..., входать производтыя этихъ функт!й по х какого угодно порадка, 
мы докажемъ вторую теорему, дАлая таку положена: 
сперва 
ао В О ии ВЫ мис 
затфиъ посабдоватезьно 

си мамы И выд 

$у,= 

п пользуясь при важдонь взъ тавихь положенй тфыь ирекомь, который 

быль употребленъь дла доказательства равенства вулю коэффящента пре Езя- 
дой изъ варвшй Фу, въ равецстьв (1). Позощимь, зто интеграть и^лакой 


у 9 94 Фу 
Пн) 


Тогда, возфдетые уравеша би == О м на основаши первой теоремы прирав 
впвая пудю опредбаленую по фориуз {[(18), 2-Й $ второй главы] предфар- 


а), 


др,’ Р, и 
р т _ 4Р,  Р, р Ч 
чую часть варащи Фи и озналая Р, да: да 49 (Р,), & Р, & 
чревъ (Р.), будемь нифть такое уравиеню 
РВ В Р 
@у ву я 
ох 5 | 
=. р = 5. 


Положные сперва 


Ша, б-ыХ, = ели 
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основанш второй теоремы, относятся къ предфламъ интеграла и, 
в называются предюльными уравнешями. 


Тотда 


=, 
[ее |. в. зы] ‹ =0, 


ры», [9 вы 


Волаааа въ урившоще (А) эти продбвьья ошачеща барщув 42, ву, 9 


р и затЬиъ по произвольвости п независимости можду собою количествъ 
ча Вы,» ПОДЬуясЬ ТАМ прешокь, козорый быль употреблень дня 
доказательства равенства ную хозффишента прп каждой из варющй ви, 


въ равенствЪ (1), придезъ къ заключевно, ато 


оо" -о во 9 


& поточу уравиене (4) праведется въ такому 


2 (а, 


д, 


/. (Ро + / 0 [2 


Теперь позожиуъ 


па (и - а , 


4 =, =. =, 
а а 
Дозоров = 6 


Бели ветавиыь эти предфльныя значення ВУ травнене (В), то точно 
в 


тогда 


0. 


завще, вавъ при вывохф этого ураввеня (В) изъ уравнения (4), ва освова- 
в{и проазвольности и независимости между собою количествь в; ны, п04у- 


чиуъ ураввеня 
[ =о [о =о 
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ПРИБАВЛЕНШЕ ТРЕТЬЕ. 


Предметь третьяго прибавлешя составаяеть выводъ того спо- 
соба Эйлера, который служить для рёшен{я язоперяметрическихь 
вопросовъ. 

Пусть ©, ,,... 9, будуть данныя фувьщи отъ перемнной м, 
эя функц у,...у, в произвохныхь этихъ функций по х перваго 
порядка; каждая изъ этихъ производныхь, соглаено обозначению, 
указавному въ первомъ прябавленш, выразится тахъ 


- 
Положииъ, чт9 даны интегралы 
ра =, Е 
и [и = [а -.. | 9х (3) 
Е Ел Е 
велфхетвйе которыхъ уравнеые (В) приведется къ такому 
=. 
/ (Ре, «6 
2: 


Положимъ наконень 
ву — ея, 

тогда 

= Ел 

| Ву ии, | ду = ия 
Если вотавныь эти предфльпыя значеня Фу въ уравнене (С), то позучинъ 
уравнев!е, изъ котораго на оспован]я произвозьноети н независивости между 
060 КОличествъ ; п, выведенъ уравнешя 


ЕВ д, 
[= =0 [го=о 
точпо тавае, вавт равенство нулю коэффящента пря заждой изъ варю ву, 


въ равенстьв (1). Твкимъ образожь мы приходим» къ выводу, что вовффи- 
цуевть при важдой изъ зарашй, входащихь въ уравнеше (1} равевъ нузю. 
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Требуетея кайти функщя у; таща, чтобы оня обращала янте- 
трать # въ шахшиий или штат при уезомт, зтобы каждый 
изъ внтеграловь м...и;, содержащихь эти же функщи у, сохра- 
нязъ опредфленную конечную величину для вобхь тБкь знвчени 
перенфиной незавиелной х, нз которыя распростравяетея какъ 
интеграль и, тавъ и каждый изъ интеграловъ %...% (3). Пусть 


4 5% = 


с (4) 


тва, а, ... а; постозания двнныя возичебтва очевидно, что 
число & доажно быть по крайней вре: еравишею мензе 5 
Возьшемъ интегралы 


а Ро 2 
= [тах, 5, = [Уах,... п,=| тих ©) 
Е? 


относвтельно  мереыфнной Х, которая выражается равенствонъ 
[(6), 1-й 6 первой главы]. Предёлы Х, и Х, получатея, если въ 
равенство [(6), 1-й $ первой главы] выБетВ съ х поставамь с0- 
отьфтетвенно х, их,; отя предфзы Х, и Х,, будучи постоянными 
относительно 2, содержать произвольный параметрь #. 
Подъинтегральных фувьщи 7, У, ... , относительно Х, ея 
фуввий У,... У, и произвольвыхь этвх фуниц ло Х перзаго 
порадка суть точно ташя же функщи какъ 9, 0,... ©, отноеи- 
тезъьно 2, ея функций у... у, и производных этихъ фунвщИ. по 
1 перваго порадка. Функця У, У... И, выраваютея равен- 
ствами, аналогичными съ тВых, которые получные, поставляя Х 
вибето 2 равенство [(3), $ № первой главы] перемвная /, Аи 2 


соотвфтетвенно из /, Е, па, и полагая У, = Е, (Х, Й, так 
что 


хто -- @у-враих =... ЧЕ уж... 
Интегры 0, 0, ... бь (5) могуть быть разематриваемы, казъ 
фувьйн оть незавиенныхь между собою пвраметровь & &...1, 
0-Е. :41), 0, Е(А...1)...бу = РАБ...) (8) 


я предложениый вопрось приводятся иъ такому: между 16ми ве- 
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чизажами параметров #,#..-Ё, при которыхь каждая. изъ фуив“ 
1% И... 0,... + (5) сохраняеть опредфленную данную. ведачикт, 
найти таща, которыа обращають функцю 0 въ шахнвий или: 
вши? Эзоть вопросъ ршаетея по извёстнымь правиламь хиф- 
ференщимдьнаго исчшелены; пусть искомыя величикы пврометровь 
будут. с 

фава, ф ==а,.. 


р й и.о 
Такв. хакь по, разенствамъ (6), 0, 0... О, пра ва, & =... 
==, обращаютея соотьбтегвенио въ 4, & .:. М» 10 эбшеше 
вопроса. приводитен въ отысканно абсохютизго шаха или шё- 
Идито суммы, которую означииь чрезз Т 


Тези, ном, +... ом (7) 


148 6, 6, -.. 6, проазвольныя постолияня; онЪ должны быть опре- 
дфзены такъ, чтобы насчеть ихъ были удовлетворены ураввеша (4), 
Тавъ вавъ сумма Т (7) есть опредфленный интеграль, то и вы- 
ходить, зто ревю данного вопроса приводится къ отысханюо 
обеолютнаго шахпиим лли шИбюою интеграла Г (7). Въ этомъ 
210е06% рытеня дяннаго вопроса и соетовть сафдующий ©побобъ 
Эйлера: › 

Даятою, чтобы найти спазинит  цли тнифтит чятезрала % 
при услознь ” чтобы друйё данные интекралы, %...4, сораняли 
постоянную’ данную вёличину, надобно пскать обоолютный та- 
датиитчлу тбитиит таноо` интешфата канз Т (7) в итьме опре- 
Эплить производный постоянныя с,...6, знавз, чтобы ‘насчетз ить 
были удовлетворены уравненая (4). 

2Юстается показать, что отыекаше абеолютнаго шахниив или 
шпииии такого ннтеграла, какъ Т (7) приводить въ полному рё- 
шеню даннаго вопроса. Дьйствительно, во 1-хъ, уравненя, слу- 
жащя дан’ опредфлены некомыхь фувёцИ, получёютея изъ урав- 
неня 72-0, а потому въ фузкше у, опредбаяемыя изъ этвхъ 
уравнев!Й, войдуть произвольныя постоянный с,...ср, который п 
будуть опредфлены такъ, чтобы нзечеть ихъ выполнять уравне- 
ны (4); таьемъ образомъ интегралы чи, ...., будут сокранять 
данную постоянную величану; во 2-хъ, волвдетве того, что инте- 
тразы м,..„Мь.инфють ностоявную величину, сумма. производенй 
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с + си, + ...-к сии, будетъ также зеличина постоянивя, & 
потому ть функщи у, которфа даютъ наибольшее лли’наймень- 
шее значеве интетраху Т (7), оеращають эъ шахиваш: изн жН- 
шит интеграль %, в данный вопросъ будеть виолнё рёшеяъ. 
Этоть вопроеъ заключаеть въ себЪ, хёвъ частный случаВ; каж- 
дую изъ задачь, которыя иззфетны подъ именемъ з4дачз изопери- 
метрическить п изъ которыхь первая и. простёйшая, хакъ изв5- 
етна, такая: найти кривую, хоторая, при данной длин, орани- 
чавала бы наибольшую` площадь? ВносуФлетьи значеше изопери- 
метрической задачи бызо обобщено;, такъ что и данный вопросъ 
иазывается также вовросома изопериметрическииь; нах рашешя та- 
кихь вопросовь Эйлербыт и быль данъ доказанный нами его спо- 
собъ, котораго выводь изложень этимъ везикимъ геометромъ въ 
его интегразьномъ печиелени довольно сложно помощно радовъ 


ПРИБАВЛЕНТ ЧЕТВЕРТОЕ. 


Предмет четвертаго прибаваешя составляеть выводь Лаграя- 
жева способа, служащаго для ршеня такихь вопросовъ объ отно- 
сительномъ шахпиие или вом опредфленнаго интеграла, зЪ 
которомъ функц, обращающ!я интеграхь въ шахивиш или шии- 
шиши, доджны удовлетворять даннымъ уразнешямт, содержащимъ 
пёремфнную независимую, ея фувищи и производных этихь фун- 
ци перваго порядка. Пусть дямъ интеграль # 


и [4 . {8) 


- Е 


котораго подъивтегральная функц я © содержит перемённую 
зезависииую л, ел функщи у,...у, и производныя отихъ функц 
по д перваго порадка; эти производныя, согласно обозначено пер- 
ваго прибавлев!я, вообще, представатея такъ 


я 


Требуется зайти шахниил или пышниии интеграза (8) при усло- 
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ви;: чтобы 'фувкщя: у, обращающя интеграгь + (8). въ- шаха 
или шишиии, удовлетворяли бы уравненяыъ = 


$280, $, =0... 9, =0 (9) 


водержащимь перембнную независимую 2, ея функци у... у, и 
производныя этихь функш по х—перваго порадка; замащи же 
функц дозжны удовлетворять ураввенямъ, происходящимъ отъ 
дифференцированя уравкен! (9) по жёраятеристик® А т. е. урав- 
неннмь ” 


А ОА, =... 41-0 = (0) 


Но вслёдетве уравненя м0, а потому на основаны 


первой изъ формузь [{10), 2- 5 первой главы] и на ‘осповаыи 
формулы [(1) перваго прибавлен!я], уравкеня (10) приводятся къ 
хакимъ, которыхь общая форма будеть 


; 991 х @аь аи, 
мы К 1) 
гдф знакъ $ означаеть сумму относительно указателей 1, 2,..:5. 
Очевидно, что Х должно быть по крайней мфрф единицею менфе &. 
.Такъ какъ $и==0 ееть услове, необходимое, дла того, чтобы 
интеграль и (8) ныфхь’ шахиии пли туаниото, то, если возьмемъ 
варащию интеграа х (8) по формул» [(7) перваго прибавлея!], 


иывя въ виду, что 69, = в если эту вар!ацию би приравнаемъ 


вудю, то будемь имЪть 


02) 


Если уравненше (11) по умножени его на иеопредфленную фуик- 
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щю.Х» просуммируеиз пой, то веяфдетье уравненНк (9), оно при- 
ведется къ такому 


а [яна Е Ч чаи, | 
; 
— 5 = й 
418) 
Я . 
^, 49. 
5х, ре < ®)„- ° 


Шеш ко второй Части уравненя (12): прибавимь интегразь урав- 
неня 03), то подучимъ . 


5) 
2 49| (5 +, 9 
в езрььяи, В [(.- та, ри 


% 4% 
в [ель день) ду ае 
* [а9. "Еду, а | 9. 
0 м ‚ 

наи полагал. `, 

| и о | (14) 

т, 
= | р @5) 
=, 
будемь имфть 
8 = (16) 


® д, 2, 
= / аб в. / ХР.) + й >, (м) ру 
м боя Е . 
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Не. трудно. доказать, что мы можентъ удовхетворить уравнению (16), 
подагая. равнымь нудю зоэффищенть при каждой взъ зараши, 
вхолящихь въ первую часть уравнешя (16). Въ третьемъ злень 
зарацш 57 (17) козффищенты при # варащяхь $, могутъ быть 
прзожены равными нулю насчеть & фунещи Л», остальные, :— 
варатй бу, будуть уше совершенно произвольны и между. собою 
независимы, а потому равенство нулю коэффищента при азов изъ 
этихь оетазьныхь 5—# вартащий бу, выведен изъ условя 5—0 
точно тавь же, какъ была доказана перьая теорена-втораго пра- 
бавленя. Равенство пулю коэффищевтовь при каждой изъ вар!а- 
Ц, входящихь въ предёльную часть варащи 8 17, выведемъ изъ 
условы` 27 ==0 тозво такъ яе, какъ была доказана вторбя тео- 
рема втораго: прибавлетя, такъ вакъ всф:варащи, входящя въ 
предвльную: часть варацы СУ (17) совершенно произвольны и 
между собою независимы. Члобы это констатировать, етовтъ только 
доказать, что-варщи бу, хотя и удовлетворяютъ уравнениъ (11), 
я0 при иредёлахь интеграла х, их, совершенно произвольны в 
между собою независимы. Действительно, гзавныя уравнешя сл*- 
дующя: 


(18) 
Эти уравнены (18) выёст® съ уравнениия (9) служить для опре- 
двлешя ‘функц у, вл. Изъ уравнений (18)`и (9) уравнены (18); 
товоря вообще, втораго порядка, а`уравнен{ (9) перваго- поряхьа; 
я фунющи у, и ^, изъ нихъ опредёзяемыя, содержать проязволь- 
ных ‘ностоанныя, ‘изЪ воторыхь вакое нибудь вообще мы юзнанниу, 
чревь 9, разунфя поль т каждое ‘изъ пфлыхь чиеель оть 1 
до --мвела вебхъ произвольных поетожиныхъ, входящехь въ у, 
и, вохБдетые интегрированы уравненй (18) и (9) 

Пели твиерь чрез б.у, озизчвыъ ту чаеть уебчениой. вара- 
мя ву," которая происходить только. отъ измёнеша формы у, по. 
отношеню кв о„, то будемъ имфть 


ву, 
Види 22 


Но урвввев!я (18) и {9) опред Зають форму каждой изъ функ- 
О `) 14 
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щй у, по отношеню къ количестввиь е„ и 78 фориа, которую 
даеть изтегрироваше уравневй (18) и (9), остается ‘неизитнною, 
хаковы бы’ не были изм8нешя функц у, при каждомъ изъ пре- 
АБловь интеграла 2, я 2,; откуда савдуеть, что &,у, при кайдомъ 
изъ прейбловь интеграла т, и, не имфетъ ыбста, велбдетете чего 
убченная варащя бу, при каждомь из» предфловъ интеграла, 
и 2, представится тан: ” 


Дь == р. да, аби, ы= р тя ет а, {19) 


Варащи 6е„ тождественно удокхетворяють авващьы (11) во- 
этому эти уравнеша (11) не могуть служить осповаемь къ вы- 
воду. изъ нихь какой бы то ни было зависимости между вара- 
цуяии: ба, такъ. 9т0-карлащи до еовертенно произвольны и между 
вобою, независимы,  и.такъ каиь число ихъ не. иенфе 28 то $ 
мудани «(Эк довазыарется, что варащи 


э ЭНЕН 


2, Ё? 


, ры рмны 


совершенно производьны и между еобою независимы, 

. Такимь образомъ исвомыя. функщи у, в ^, опредёяяются изь 
уравненя (9) в тёжъ (18), которыя получаются приравинваенъ 
вузю козффящентовь пря кавхой изъ вара. $. входящих, в 
первую часть уравневи (16), озкуда схфдуеть, что введошемь Е 
вовыкъ невзвфетинхь ^, рёшенше даннаго опроса приводится къ 
отыеканио -абеолютнаго шахииит или шим интеграла (15), 
седержащаго, подъ енаконъ р Е такихь множителей \» которые 
опредфянются так, чтобы насчеть ихъ удовлетвораинсь уракне- 
ни. (9). Въ этомъ способЪ рьшеня ланнаго вопроса и состонть 
сдвлующуй. способъ Лагранжа, данный этинъ веливимъ твометромь 
безъ доказательства: 

Дая тою, чтобы найти относияельный татипит или тйтит 
интерала и (8) при условнь, чтобы функивь у„, обращающия этоть 
интераль # (8) в5 зпажутит или питтит, удовлетворали урав 
ненеямз .(9), в варбющуц отиить эке чунний у,—уравнешяиз (11), — 
надобно искать абсолютный тозинию члы татит акою инте 
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зраза; `коба ТР (15) и кз Яравнещяме, вытекающим из услонея 
Зурее 9, пуиновонуиить рбненя (9). ` 

Ослабкоа `ИОБазыть, ‘910 бтасньыше абсолютааго шахниит иди 
ша янтейрать, Я 95), болёржащего, подъ звакомь у Е та- 
кит ыножтеней А, ‘которые опрёдзаются так, чтобы ‘нвочеть 
ихъ удорлеты злись уравненя {9}, — преводеть въ полному убше- 
ню’ дано вопфоеа. Въ самомь дя: ‘во 1)’ везбдетые уранве- 
ни (9) ‘фунваи 3, лоющя шахиить ищи кодойвнии интеграту И” (15), 
ОБВЕСА 1 Вь Шахиаиий ихи пойти пнттрань 4 (8); во 2} такъ 

иаНЕ' инмытражь (8) обращаетен въ шахшиии ван пипнони, то 
0, ‘а всябдетые этою вирь исто и уравневя (11) такъ 
ва ВУ би и = 0. 

`Интегрироващемь уравнев!й (18) и (9) получаются множителя 
),...Аь которыя разсматриваются вообще, кАКЪ функции от фи 
оть у...у; при вывод варащи кзждаго изъ множителей \...2:— 
елфдуеть имфть въ виду, что составъ каждой изъ этихь функщй 
№...Ак во отношению къ хи къ у, опредфдяемыхь уравневами 
(18} х (8), не подлежить изифнению, поэтому варающя каждой из® 
функций ^,...^, найдется, какъ варащя функц, которая свой- 
ства своего не изыбняеть, но содержить перем нныя 5 н 9,, под- 
лежация варащонному изифненшо. Такинъ образомъ варащя каж- 
даго изъ множителей ,...^, по формул» [(2) перваго прябавае- 
#12] предетавитея такъ; 


Вы + й 20) 


гв 


®= (21) 


>. аз, 


ели ураввенй (9) не будеть содержать производныхь функий 
3, по 2, то уравнешя (11) будуть таюя: 


х, Че $, =0 (22) 


Зъ отомъ случаВ дзя рёшешя даннаго вопроса сафдуеть оире- 
АВдить ташя функщи у, который обращають интеграль и (8) въ 
14* 
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зозишиий дли пуоииит и удовлетворяють уравненшямъ (9) не со- 
держащинъ производныхъ фувыи. $, по 2, при услови, ‘чтобы 
варици в, удовлетворязи уравненямь (22). Для опредёлевя та- 
кихь функций у, можеть служить тот преытъ, который обывно- 
венно уиотреблался хо того времени, какъ стажь извфстень епо- 
собъ Даграняа. Выразивь посредствомъ уравненй (22) Ё вара- 
5 бу, позожинъ 6у,. . въ фупащяхь оть остальныхь з—й 
заращй бух .,...бу„ ветавимь найденныя выражения ...бур въ 
ураввен (12), ‘отдь веё варращи, входянуа въ преобразованное 
чрезъ эту подстановиу уравнене и —0, будуть совершенно про- 
извольиья и независимых между собою фунищи оть 2; приравии- 
ваше нулю коэффищентовь при каждой изъ нихъ даеть уравне- 
в, которыя выфств съ уравненемъ (9} и будуть служнть къ рв- 
шено ‚Аавнато вопроса. , 


ЧАСТЬ ВТОРАЯ. 


ОТДЪЛЪ ПЕРВЫЙ 


(Вадачи относитедьяо тшахипит н шнчииии простаго нитеграла), 
Задачи аналитическия. 


Задачи подъ № 1. Найти абсолютный ттивит интерола и 


"= 0) 


хоторато зодзвиттезральная зоункйя и 


9=7 тер? (2) 
Согласно принятому изми обозначенно: 
[1 4 
Ра 


и из основаны формулы [(18), 2-й $ второй гаавы], заращы % 
представатея тзкЪ 


=-|*=- о-в (3) 


Тань кокъ №=0, то главное уразнене, изъ котораго опредЬ- 
ляется векомая функия у, будеть: 


2—4 0 


= 


— 916 — 
Интегрироваве этого уравненя даеть 
= иу=жее-но, ` {4) 


тАВ с, и с.--произвольныя поетоянныя. 
Прелфаьныя уравнена будуть выфть форму 


=, 2 2 2, 
|= [06 Р=о[Р=0 (8) 
НН ИВ 
ТАВ о опрехфяется формулою {2), и Р равно , 
| Р=1р 
з потому велЪдетые предвльныхь уравненй (6} р= 0 и уравне- 


ве ф=0, отвосящевея‹ къ; наждбну. свв породблоть 2, и, 6у- 
деть такое . 


котораго корни: . 
` 5, = д, = —1 


Если же р=—0, то, какъ покавывають формулы (4), некомая 
функ у такая . . Ве аа 
У=0, {7) 
Така какъ предфлы нитеграза % не даны, то мы не можемъ по- 
дучить вторую варащю 6% прамо- изъ формуия:[(98); 421 чет 
вертой главы]. Выводь формулы (11) изъ формулы (6) въ 1-мъ 5 
четвертой главы приводить къ такому ‘ваключеню: вторая вар!а- 
ци простаго интеграла выведется ‘изъ первой его варащи, если 
фувкийн, которыя находятся” въ: выражении . нервой варуащи, ‘какъ 
в5$ ЗНАКА у так и подъ знахомъ р будуть ‘продифферевцино- 
ваны по характеристик $ относительно входящихь въ эти функ- 
ци количествъ: нереминой, независимой х, залиенмыхь оть х пе- 
ремфиныхь у и производныхь у по х. Поэтому, пользуясь 0608- 
наченями 6-го $ первой главы, на основашя фориулы (3) полу- 
зимь зторую зарацню $ въ такой фори& Иа . 


= [ об + р ЗУ сы (8) 
1 


= 


тв . АА 


и, =ы [9 


: 
Для преобразован Фе, подобнаго, тому, которое узаожено въ 
четвертой о, положивь 


Пу = : ТА, откуда р 8, ее 


[8 


(0) 


ЗИ Е произвольная фунт К. о кр в обповаыы формы, ®) 
и ормуяы [(80); 4-й 5 четвертой главы]. ‘равно, 


аЕ 


2 
-0, д потому р 9 (11) 


Пр: вотавыв. 25 рырджеше й (9) зызето ду ид разныхь нить ве- 
личинъ изъ фориуль (10) и (11), найденъ, что преобразоваше, по- 
средствомъ которыхъ. въ 1-м $ четвертой главы изъ формулъ (46) 
‘яблучаетеа форнуда (51), * “привекуть: “вырьжейе № (9) кк тазому: 


‚ОУН с 


Если Ветавимь, это „выражение * вр. вторую часть равенства (8) 


чаи. | заы! 


5; 
и если Возьмем, "вара 3 и ЗР, вы въ виду, что #=*% 2, 


ар 0, =1 их, = -—Ъ, 10 найдемъ, что вторая варащя 5% 
равна 


каоы обр о арене 
Ви == 8 [(92,) к (6,)*} = :] (=) = {13) 
В ее Ш 


Вторая часть равенства (13). приводеть д озкаючен!ю, что. вто- 
рая варая $°и величина положительная: дах везхь значенй х 
между +1 и — 1. Такныъ обрезомъ интеграль % (1) будеть выфть 
збеозотвый шинтии при предёзахь +- 1 = — 1 и при величии у, 
опредфаяемой формузою (1). -‘ 


—#8— 
Задача подъ № 2. Найти ззиив интефала и 


лы . @ 


зотёано подыйинаральная ыинтия о 


дана ; оО 2 


ы 4 
в АА (2) 
при данных предл читефаза и (1)? 
"Имя ‘в виду; 970 ‘предьлю интеграла даны“ 
ватыми нами обозиаченяйи 


‘позвзуась’ при- 
а 


. . & 42: 
оси пом р еее 
т 9—4 

ва освовашы Фориузы 118), 9-й ы эр таль] палок, что 


ди = рые 2 у в 
я: 
ТАЗ 
№М=р-+1, РЕучр-! (4) 


К : . Рон : : . 
потому главное уравнеще М— р —0 пряводится къ такому 


.. 2 0 


2 4 


Интегрироваше этого уравнешя даеть 
хе! В в 2 
уда м + 5 (5) 
АВ ети б-кпроневольный постоянных. . . шей 
Прива "праве тая: - . : и 


с” и 


-_ 29 -— 


яв. Р’ водфастые подстановий во вторую. изъ формулъ, (4) вифето 
фи у вхъе величин изъ формузы (5),--равно , 


2 ош: в сны 

| Руа чак -+1 (1) 
Поередетномъ прелбавныхь уравненй (6) мы опредьлимь пре 

дёлы интеграла 2, и х., отыскивая корни уравненя.. г: ., 


аа 1) 28-2 2=0 (8) 


отвосящагося въ хаждому изъ предбловь интеграла 2, п з,. 
"банан одинъ корень уравнены: (8) чрезф #;, 8 другой" чрез 2, 
будешь инфть 


— @+1) + Уя—6 6-1, = —{@а+1-—Уй-35-1 (9) 


Изь этихъ формулъ (9} и найдутся значеня произвольныхь по- 
‚отоанвыхь вн 6.то твиъ-значенниь ихъ функций 2, и х,, кото- 
рыя-равны даннымъ иредфлаиъ интеграла % (1). 

21 Тавъ какъ предфаы интеграла % (1).даны, то вторав варёалия ди 
выводится прямо изь формул [(78), (79) и ‚в Ч 8 метет 
таави] и. мы получимь ое 

ив га ее’. ; а Е хи 
за, в та (а 8 
., ВК и — Ла й 

2, 

САБ, ` на ‘основан формулы (5) н формуды [(80), 4-й $ четвер- 
6" Евы]. 


чи 


в 


= ЕО -Яь ры Рь © 
Такъ Вань а по второй изъ формуль а, то, 


ар 
какь слЬдуеть изъ формулы (10} для изсяфдованя второй варащи 
$ въ данномъ случаЪ необходимо и достаточно доказать только 
то, что фувкцы №, опредфляемая первой изъ фориулъ (11) не обра- 
титсз въ нузь ни при одномъ изъ звачен! 1 между двавыми пре- 
дама, каковы бы ови: ни: быан. Донёзать это весьма просто по- 
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‘мощую Того приема, который изложень въ 4-нъ $ четвертой главы, 
Поэтому ирему сибдуеть ноключить одну изъ произвольвыхь по- 
стоянныхь иапр. 6 изъ уравненй 
\ и. 

д, == нах, +фиу = 


2 


потомъ получемное уравнение 
й 2? ‘ 
у, = 9. —й) —.-\ 


продифферевдировате по д, считая у, -постозинымь и производ- 


ную А подожить равнымь вузю; сдёлавъ это, получим уравнене 


5—0 


которое-хром$ и: === г; друсяхъ корней не имфетъ, а потому премъ, 
изложенный въ 4-мь $ четвертой тлавы, приводнть къ заключению, 
что насчеть произвольныхь постоянныхь, входящихь въ Ш (11) 
всегда возможно удовлетворить тому условю, чтобы № не обра- 
щалось въ нуль ни при одномъ изъ значенй х, заключающихся 
между данными предВлами х, и х,, каковы бы они не были. Та- 
ивмъ образомъ вторая варащя 6*%% (10) ииЪетъ знакъ, одниако- 


4Р 4Р 
вый съ знакомъ производной -—_, но таяъф какъ ар == 1, то вто- 


рая варашя 6% (10)—велячина положительная, а потому инте- 
гражь м (1) ямБеть шиышиш при величин ‘у, опредвляемой фор- 
музою (5) и при давныхь предфлахь интеграла (1), каковы эти 
предфлы не были. ^ 


Задача подъ № 3. Найти тинтит интерала и 


{0 


котораю подзинтетральная функиия у 
ору — 99) пр в) 


= Е — 


при данныь предвлать интецола т, и м, и при, соотенистоую- 
шить щиь данныть предъльньят эначенять у, в у, искомой функ 
ну? 

Рьшая эту задачу по ируему, иззоженному, в» 5-мъ 5 трельей 
гаввы при разекотр®ни четвертаго случая в пользуяеь привятымъ 
обозначешемь 


М= р — 18, Р= ры у, м 
находить, что предфльныя уравневя не будуть” ° выть `уота, 8 


главное уравнеше будеть такое: 


тв — 2—0 ваи зу 0 5) 


Ивтегрироваве этого уравневя дветь 


у — с. (35 + с.) (6) 
тдВ с, в с, произвольныя поетозвныя, опредфляемых изъ уравнение 
9, = оби, + 60) в и == оба, +6) @) 


Такъ хакъ предфаы интеграла, # (1) п предфльных значеня иеко- 
мой фувкщи у- даны, то вторая варапуя 6°и по фориза 78), 
4- й $ четвертой главы] представится ‘такь: ‘ 


2. о ар : ей . й 
и ее -. ® 


и: 


ТАВ по, формул [(80), 4-й 8 четвертой. главы] и по формул (6) 


= о бо3а + в,) = Вне -- с,) {9) 
откуда , 
81 — 34, боб + с) — Зе, дива +6.) (9) 


Покажемъ теперь, какь по прему, изложенному въ 4-мъ $ зет- 
вертой главы опредфдяются тавщя величины. х, что, если между 
ними будуть ззты предёзы интеграла % (1), то веетда возмежно 
насчеёть пронзвольныхь постоянныхь & вй,, входящихь въ Г, (9) 


— 9% = 


выполнить #0’ уезове; чтобы 1 (9)` не обращаховь” вБ`вуль дне 
вефхь значевй 2,’ закжючеающихея между взизыни предфлаки. Дан 
этаго опредфтени, исключимъ произвольную постоянную с, изъ’ 
урапиевий <, ‘полученное урачвене + 


`ЗвиЗаь, — те, ) в 


„и 832, + в,) 


продифференцируемнъ по с,, считая 9, — постовннымь и производ- 
проб вь . 


49, (За, = ©,)Соз(За, = ,) — Са, ВИЗА, не) 
4.9 з.{ " (82, +, " } 


приравняемь вулю, тогда получимъ: уравнеше 


реги 
2, ВыкЗж, = в, )Ооз(За, +в в) -Пйи 8, св, } бот, = в,} == 0 


которое теромв жрет р; г ебеть: хорщяни: велачины; ваняючающуяея" 
з% форну с 
т 
3 око @Й 
ча ыы зар лм 
од т есть отношеве окружности, къ в дежетру, & колияоству $ 
сибдуеть приписывать поперетнно вов пфлыя числа отъ } до ©. 


Откуда сяфдуеть, что, если ;данвые предады ры % 0 та- 


ан : 2, == 


вовы, что разноеть между ‘ними, сай ран ини иене > то № 
(9) не обратится въ нуль для вебхь вначены 2, закхючающихея между 
такими данмымя прехфлами интеграда:м (1); дд текихль же. 2-х 
какъ показываеть фориуза (10) Е не обратится. въ со; и такъ 


ар ааа 
какъ Е —2, то подъянтегральная фак, интеграла второй ча- 


сти равенства (8) будеть величиною конечною, а ‘потому знакь 


эторой Заира 2 будет одунаый $ заавожь Зубова, 


99: 


которая, будущи, равна 3, . есть. величина полоительая, Такимь 
обравомъ китеградр. и (1) инфеть шаниниинт при „фуввкиу, орел 


— 29°" 


дляемой формузою (6) # пра данныхь предёльныхь значёвыхя Этой 
фуньши у, соотвфуствующихь данныиъ предфламъ интеграла 4 (1), 
которые должны быть таковы, что разность меду ними была бы 
® 
Е 

Задача подъ № 4. Намии тахбпит или пититит инще- 
зрала % 


или равяа 


т 
или мевёе. 


ие [ - `® 


хотораю подгинтеральная функиая © “ 
9 = (в ТЕ р" ть „-й . 9) 
эры данных предьлахь интецила 0 й 1 и при соотвьтствун- 
ацихь ль положительныхь предъльныхь значенять \/2 и 2 искомой 
функ У? 
Рашая эту задачу по прему, язложенкому въ 5-мъ $ третьей 
главы ири разомотрёны зетвертаго ©2948 и пользуясь ымть 
обозначешемь Г ' 


НР 
находинъ, что 
, 
2 Г р, Р-=@ КУР т 
М — УТ р", зи’ пр 
ИР 
И 


Ниву 


Поэтому главное уравнев!е приведетсн къ такому: 


Е р 
у 1+2 


Предёльныя уразнея не будуть нифть м®ста, так кзкь предфлы 
интеграла 4 такъ и предфльныя значения шскомой фуньщи у-Сдвны; 
въ функщю же подъ энакомъ $ входить производная у по # только 
перваго порядка. ` - у 


— 224 
Чтобы ивтегрировать уравнеше (5), позожимъ 


удх—4у 


= = 
= #98, откуда. 49 к 


тогда уравнеше (3) сдфлается такимъ: 


за ге =. 
откуда 
26.5- сир} = < 
тДЬ е--произвольная поетоянная 
Полагая 
да =а 
пифемъ 
420 +2 
1-й м 
ели позожимъ, 
у = 
== 19 = 


то уравнеше {4) представятея такъ 


р 
1-РШп 


Такъ вакъ у — 22, 
4. 


2 
то ржа 


4% 


Подетавляя эту величину р въ поелфдиее уразнеше, находимъ 


откуда 
: ТЫ 2922 т 
а— За — За 2 Е 
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Такъ какъ въ первой части этого уравнешя чвелитель есть про- 
эзводная знаменателя относительно х, дфленнах на—3, то ивте- 
трироваше этого уравненя даетъ 


Е В 


гд $ — произвольная постолнная. Изъ этого уравнена слвдуезь, 
что 


а За За низ 


=) 


Ветавляя въ это ураннеше отвошено® выфото 2 и полагая 5—0, 


будешь ныть 


05—32 Зау'т + уе или (5) а(и- Зау") + у’— Ву =е 


Это уравнеше (5) и есть уравнеше той кривой, которой ордн- 
нзта у есть искомая функия отъ 2, обрашающая интеграль % (1) 
въ шахниии чли въ шиншит. 

Изь этого уравнены (5) весьма просто опредфляются произволь» 
ныя постоянный а п с по даннымь предфзаиь интеграла 0 и 1 и по 
соотвётетьующимь иыъ даннымь предёльнымь значениыь Уи 2 
искомой функции у. Вставляя въ уравиеше (5) вето х и у ©0- 
отобтетвенно оп УЗ найдемъ, что с—7; ветавляя же въ уравне- 
ве (5) выфсто д и у соотвфтетвенно 1 и 2 получимъ 


—11а-+2=с 


о с—9, слдовательно а==0. Есаи теперь вмфсто @ п с по- 
ставимь въ уравнеше (5) соотвётственно @ я 2, то будемь имфть 
уравиеше 

у:— Ву" = 2 (6) 


изъ котораго опредфяяются веф значеня у по значешямъ г между 

данными предблами интеграл 0 к 1, которымъ еоотвфтетвують у? 

и 2 данныя предъльныя значеня фуньшя у: Изь уравненя (6) 

непосредственно слвдуеть, что между звсфмЕ значешимя у, с0- 

отефтетвующимь значенямъ х между @ 1 НЁТЬ такого, которое 
15 
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бышо бы отрицательнымь; такое слЪдетНе изъ уравнемя (5) вы- 
водится весьма просто помошую способа отъ обратнаго. Предио- 
ложимъ, что при т, заключающимся мевду 9 и 1 функ у 
ниЪеть отрицательное значен!е. Такь какь по уравненно (6) у 
есть функшя оть х—непревывная, то изъ предполовеня, что зна- 
ченшо <, соотвётетвуеть значеше у отрицательное вытекаеть та- 
кое слёдетые, что между 2; и © есть значеню 2, при воторонъ 
у=0, тавъ кавъ \/2- данная величина похожительная; но 
это сафдетые, какъ авствуеть изъ самаго уразнешя (6) невоз- 
можно. Если же всБ значеня у, соотвБтетвующия значеняме 5 
между 0 н1 — величины положительныя, то у — 34* > 0, а по» 
тому у>2. Такимь обравомъ изъ уравненя (6) вытекаеть та- 
вое слёдетые: значеня искомой функци у бозфе 2 для вовхЪ зна- 
чек х, заключающяхся между 0 и 1, данными предфлами инте- 
траз& % (1), воторымь соотеБтетвуюте данныя предёльныя значе- 
ны УЗ и 2 вскомой-функши у. На основанш этаго сабдстыя не 
трудно’ доказать, что 8% вторая варащя интеграла % (1) иыфетъ 
величину конечную для вехь значенй х между 0 и 1. Вторая 
заращы 6% по формулам [(78), (19) в (80) 4-го 8 четвертой 
гаавы] представиеся такъ: 


‚ _ (МР Фи _ ар 1 
и = (2 4. 14) 4» @) 
Л 
1% 
а 
ЕК -ь (8) 


Дифференцеруя уравнеше (5) пох и имфя въ виду, 910 а =0, 
найдемъ 


(9) 


Продифференцировавь уравневе (5) спервё по а, потомъ по с, 
пелучимъ два ураяненя 


2’ Зуева бар 0 уда бауунет (10) 
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4 


Опродьлаа, иЗЪ ЭТИХЪ ДВУХ ровен # зря имфя въ виду, что 
&=0, получимъ . 
ау Зуш—т° ду _ 1 (и 
да За 3-7) ) 

Диффереяцируя хаждое изъ уравнен!й (19) по х в принимая во 
внимане, что а==0, будемъ имЪть 


4у 4 

‹ ди 9 49 _ 
49 х- 3 а ау 2742 реа 
дит За ^ фр ая 


[и 
Ветавляя въ каждое изъ этих равенстве выфсто г ез велачиву 


изъ формулы (9), подучимъ 


4 Зи") —вча - Ту) 99 ЗУ) о 
дадх 3—2 дер 3 а 92) 


По формузВ {3) 


аР т- 
® ау из) 


т 
Ветазаяя въ эту формузу вивето р его величину изъ формулы (9) 


2 имя въ виду, что радикаль /Т--р можеть быть и съ +к 
&ъ — получимь, что 


4Р 
Изъ этаго равенства прямо сзбдуетъ, что производная а остается 


везичиною конечною для вофяъ 5 между 0 и 1, тавъ какъ с0от- 
вЪтетвующе имъ у- величины колечныя. Формулы (8) и (12) прв- 


. 4 
водать въ завяючению, что производная -— остветсл величиною ко- 


нечною для всЪхь 1 между 0 и 1, такъ кавъ еоотвфтетвуюние 
нь у бодфе х н имфють величивы конезныя. Остается доказать, 


что насчеть пролзвольныхь ностоянныхь & в Ё, входащихь въ Ё 
15* 
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зсегда возможно удовлетворить тому уеловно, чтобы Г, не обра- 
шался въ нуль для вевхь х между (и 1. По формуз® (8) Г мо- 
жеть быть представлено такъ 


4 „9 


Ветавляя въ эту формулы вмфето дей 4 15 ВОЖИЧИНЫ иЗЪ фор- 


муль (11) получимь 


Г= Ро 2(Зу —) 


3 я 
Такъ какъ значешняыь д между 0 и 1 соотвфтетвуеть значени у, 
которых бод%е х, то (3у*—4')5_>0, потому, есди дадииъ посто- 


Ал 
занынъ #, и К, тавя величины, чтобы >! была бы величиною по- 


№ 
чожительною, то Г, не обрататся въ нуль для вебхъ значенй х 


межлу (и 1; для веБхь тавихь же значешй х множитель ЗУ 
& потому Ё не обратится въ со. Такимь образомъ, на основании 
формулы (7) и нь оововш рчянвято изь уравнешя {6) вы- 
Р 4Г 
ар 'ах 
вю, что вторая варащыя 2% величина конечная и отличная отъ 
пуля для вефжь значешй х межлу О в 1, вельдетые чего знакъ 


вода отноентельно зезичинь 82 я Г приходинъ къ заваюче- 


Е аР 
второй варащи 5*% оданаковь съ знавомь производной“, но 
эта производная, кавъ явствуеть изъ формуты (13) будетъ вели- 
чина положительная иди отрицательная, смотря потому, какой 


звакф будеть вить радикыъ УТ р® отнуда саФдуеть, что для 
зсвхь знвченй 2 между 0 и 1, которымь соотвтетвують пре- 
дфльный зназеня У2 и 2 искомой функци у, эта фувещя у 
опредфляемая уравнешемъ (5) обращаеть интеграль и (1) въ п 
ира, есан радикаяь /1 + р’ будеть съ знакомь + и въ ша- 
хшиши, асди радикаль УЛ-- р’ будеть во знаком — 
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Задвча подъ № 5. Найти тавую функийю у, отв х, кото- 
раз имила бы тдтйтит, удоваетворяя висеть сё у, функией 


отБ 2 уравнению 
ау, \* 4 
и" (#)-#- (1) 


при слъдующемне условии относинельно предъдьныть значенй в и 

соотеютетвующихь имз предъзьныхв значень у, и у,. Предъльныя 

значення т даны: одно х, = © ц друше 2, =; предъльныя значе- 

ия у, соотввтетвующея 0 и п предфъльнымз значенямь г— также 
2 


=. 
даны: |, 1-5, Ч, == 46" М", 46 убит — пожя уюдно 


полоэюитедьныв величины, мезависимыя отё 2, изё которыть а>; 

в есть основание ‘чеперовыть лоариемовь, относительно же у,— 

дается только то ею предъазное значеще, которое, соотаттст- 
Ра 


вуеть д,, именно [№ =а'—5? 


Покажемъ предваритезьно, какъ р®шается бодфе общ зоп- 
рось въ такой формы. 
Дано уравнеме 


Фо, - + -, ›Рарьь. --Р)) = 0 (1) 


содержащее перемьнную т, ея фувии у, 9..4, производных 
., Рь...Р, этиаь функц по ш перемо порядка, при условии, 
что уравнене (1) можеть быть дифференцировано по хорактери- 
отикь 5, требуется найти такую функио у, которая удовле- 
зиворяя уравненю (1) вытеть с5 остальными у, — инваи бы та- 
топит илу тбтатит между данными значенями 2? 

Этоть вопросъь рфшается по сиособу Лагранжа, если поло 
жимъ, что 


тд 
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такъ что ршен!е вопроса приводится къ отысвано шахипат или 
шиши интеграла 


ТАБ 
и =, + А 
Даля опредёлешя какъ ^, такъ у, у, ... у, которыя удовлетво- 
рають уразневня (1) в изЪ которыхъ у, пмфеть тахищий или ш]- 
пишит служать выфетВ съ уравнемемъ (1) уравненя главных 


аР 4Р 4Р. 
Мом що... М д =0 | 
° (2 


н предбяьныя 


Ел Ел Е = =. <, 
[2 =. =0- в, = о], =0/р,=0../р,=0 
Знакь же второй заращи $, опредблитея на основан фор- 


муль [(59}, (60) и (61) 3-й $ четвертой главы], 
Вь данной задач 


фу“ рр, 0 (3) 


и интегралы у, и № представятся такъ 
` 2 2» 
= [в = [9 
ыы 9 


Согаасно съ свойствомь подъинтегральной функц втораго изъ 
этихъ двухъ внтеграловь п съ свойствомъ функши $ (3), по при- 
нятому обозначеню 


М=Эу,Р, = р, , М, =0Р =1— 


Поэтому главныя уравнев:я на основан формул (2) бухуть 


а0р.) у 91) 
№ ар = ах 


=0 (4) 
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Велбдетые даннаго условя относительно 2, и т, предвловъ инте- 
траха у, и предфльныхь значенй у иу,, будень иифть окво 
только предъльное уравнене 


в =о 


Это уравнеше выфетв с0 вторымь изъ уравнешй (4) приводить 
къ заключению, что Х=1, потому первое изъ уравнен (4) при- 
водится къ такому 
4 
а 


откуда 
а — 
щ-“ 


Я == вет -н с.6—® сет {5} 
тдВ в, и с, произвольныя постоянных, 8 е—основаше Неперо- 
выхь логаромовъ. 


ихъ величины 


Поставаяя въ ураннеше (3) выЪето у, . 


язъ формуль (5) получинъ 


= 


27 + 26,16 ее, (6) 


, 9: = 


тд в, проязвольная поетояннав. 

На основанш даннаго услоша относительно предфльныхь зна- 
ченй у, и у==произвольныя постоянный с,, с, и с, опредфлатея 
такъ: с, и с, опредфлятся изъ двухъ уравненй 


ао 
дет бе = ев" нев" 


изъ которыхъ получимъ, что е, = а, е, =5, а произвольная по- 
стоннная с, опредфляется изъ уравневя 


в'— = ; 


— 6 


изъ которыхь сафдуеть, что с, ==0, так БакЪ ©, == а в 6, 
Такинъ образомъ искомыя фуньщи у, в у, будуть твыя 
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Ч аа ве, ура" п) 


На оеноваши этихь формулъ (7) и формузь [(13), 1-й $ четвер- 
той главы] №, № ., №, Га» вырасятся такъ 


т, = № +. М, ег” 
8) 
р, =, + к, 24, 108 —2, фе-** 


Опредьлитель Р равенъ 
РВ Т.А Та, == — 2 №, „№ (ае" = 9-=) 


поэтому, прилагая къ данному случаю формулы [(59) и (60) 3-й $ 
четвертой главы], будемъ выть 


“ 
2 [4 (9) 
{ 


- у. 8 (9 т, ея .) 
@9) 
ди, (ат, ат, 
еек, чеа,,) 
Вставлия въ формулу (10) выфете 1, 14, 141 и Т,, ихъ вы- 
ражешя изъ формуль (8) получимъ 
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409, ‚бу (ае" в "49, 
ае® ее = 


а потому по формулВ (9) 


в 
Я, де" м 2 
в [8 | 


де" + бе-® 
6 


Эта формула приводить къ заключеню, что при данномь условт 
относительно предфльныхь значенй х и соотьфтеувующихь выъ 
предвльныхь значен!й 9, и у,, втораз заращя 2*у, сохранаеть конеч- 
ную и положительную величину для вефхь значенй 2 междуо ня. 
Такимъ образомъ у,, опредбляеман вторыиъ изъ уравнеый (7) 
имфеть пишит, удовлетворяя вм$стВ съ у уравневью (3} пря 
динномъ условш отвосительно предфльныхь значенй х и соочевт- 
ствующехь имь предфльныхь значенй у, и у,. . 


Задачи по Геометри. 
Задача поль № 6. Найти критийииее разетояще между 
двумя данными точками? 
Пусть искомая диня отнесена къ прямоутольнымь коордань- 
танъ 2, у, ен пусть (2, 9,2), (2 у, 2.) координаты даЕныхь 
точекь. Длина искомой вин выражается интегралом $ 


-. (1) 


ыы & @ 
ФЕУГЕЯ Я, =, = (2) 


Бели въ формухЁ [(8), 2-й $ второй ыы] положим 


и — 9 —=#, 2 
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то имфя въ виду, что 


р _ 4 
ММ -0:Р ия РУ Ь 


найдемь, что варашя би равна 
р 2. 


$ 


$и = |8 


2 2% 
2 4 
М У ЕЕ 
Г ре У р Ё 
. 


= = 


2 2 
тени) (урна) 
@\ рт ара 
ел 2, 


Но ду = лу- руде, $8 = Ае— 48, потому варады ди предета- 
ватея такъ: 


= № 
и | 8% +. Ау «/ 442 — 
уния Гуниче Лит 
=, =, ел . 


) ет) и |. енеЕ) бы 


Е Ра р 
де а-ля 
д Ел РА 


или 


(6) 


2, 2% 
4 2 р а 4 |2 
_ = } 924; 
: (сл р) С тЕЕи ы 
м 2, 


Такъ какъ предёлы и (1) и предёльныя значешн у п 2— даны 
то предфльныя уравненшя не будуть ныть мВста, & главный урав- 
нешя будуть таня 


оеитв) ов (утррта) = 
9-е 5 \уьр-о 
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откуда 
р 4 
— [27 ——=—— = 
УТ ии“ 
тд с, и в, —произвольныя постоянныя, & потому 
У=е5-Нс, 805 ==6% {т) 


ТА <, ©,, 6, ‹--произвольныя поетоянныя в искомая лин ееть 
пряняя. Произвольныя постоянным ,, с, с,, ©, мы опредъянчь, 
выражав, что прянзя (7) происходить чрезъ двф данных точки 
@р у а) и, %, д). 

Такъ какъ предфяы интеграла м (1) я предфльныя звачены у 
и 2— даны, то вторая варещя 4% опредфяатея по формузамъ 
[(59) я (60), 3-й $ четвертой славы]. 

Если положлыь 


Г, = = Ь.=,, 


[Е 
р ие 
в а ® 
А Иа Иа, НА, 
. 


92 4 
=» 2. А: ®, эй, +. = 4 


то опредфдитель Р разенъ 
р=УА—А = 
ВА ай Ад {9) 
ЗА, р В А, ой, 


Если согласно съ форкулами (4) положимъ 


, ‚4, @РаР, _4Р 
бу, и, = 9, р 
4% 


4. ар’ а, 4’ 
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то, замфчвя, что а, по форнулв [(59) 3-й $ четвертой 


тлавы] бухемъ имфть 
с, аб "у ры ‚|=. {10) 


тАЪ 1, овначено рев ту, & т, чрезь л,. 
По формузь [(60), 3-Й $ четвертой главы] и по форнуламъ (8) 
полузим® 
а) 
959 4% 1:2 
=щж— у > 


(=. х_ .4) 
8" 1) у 
г) 


[< оба ай ай Ай „у № 
р 


ал. а. {11} 
= (в АА) 
.= др —.69 р, 
а, 42, 
5 ( 1—ь г) в 
р 4 


|® оаэ Е ВМ уч в ‚3 
г] 


Но формулаыъ (5) п (7) найденъ, что 


АР 1 1 1 1-+5,* 
Я Укр ТНТ Уеенее Тело," 
аР 1 24 1 О 


а уер-неГ--Д Пеекел Тв но," (12) 


#9 1 1-5? 1 1-е, 
94 урн Ар Руа" 1-е," 
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Второй члень второй части валдаго изъ равенетвъ (11) есть 
дробь, которой числитемь и знаменатель такого свойства. Чиеви- 
тель есть сумма двухъ произведен двухъ множителей, изъ кото- 
рихь одинъ есть уефчевная варащя или у иди 5, кругой же вая 
постоянная величина или злгебранческая аинейывя фуккще отно- 
сительно х. Знаменатель есть опредёлитель Р (9) Кблая злгебра- 
ическая. функц второй степени относительно х, твыъ что входя- 
ПИЯ въ нев произвольныя постознвыя # могут быть выбраны таз, 
чтобы опредфлитель 7) (9) не обращадея въ нуль ни для одноге 
изъ дБйствительныхь значен х. Велёдетые тавого свойства чи 
чинтеля и знаменателя дроби, составляющей второй членъ вуорой 
части каждаго изъ равепетвь (11) наждая изъ перемфиныхь “у 
и т. ямфеть величину конечную дла вобхъ значенй х между пре- 
дёлани ©, и д, каковы бы они не были. 

Производныя 4Р аР „29 кавъ сиЪдуеть изъ формуть (12). 

4’ " Ч’ 

величины конечныя. Такимъ образомъ подъинтегральная функтя 
иитеграма (10) сохраняеть ведичиву конечную для всёхъ зиаче- 
и х между предфлаыи этого интеграла (10), нх., каковы бы 
они не были. Изъ формулъ (12) слфдуеть также, что выполнаетсх 

усзоше 
7.40 
& 


Откуда сябдуеть, что вторая вараща 6'4 (10) нифегь знзьъ, оди- 


)>, 


аР ЯР 
НаковыЫЙ СЪ ЗНАКОМ производной д; эта же производная 4 ве- 


дичвна положительная, потому что, какъ показывають фориулы (12), 


ЯР : 
производная -_ есть проязведеше двухь множителей ата 


4 


но положительная, & другой множитель есть также величина по- 
ложительная въ данномъ случа$. ДЬйствительно пусть изъ абецясеъ 
двухь даниыхь точекь х,>7,; 
2 2,1, 
5’ 
Уе-ка" У, пи -и + а) 
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такъ какъ вслфдетые уравневй (7) у, —у, = (и: —2), (—4&) == 
9—2), 

У уе Ая 
на положительная; въ ней числитель х,—2,>0 такъ какъ т, 2%. , 
& знаменатель /@, 2, + (4, у) (а -величина поло- 
жительная, какъ разстолне между двумз данными точками. Итанъ 
зторая варащя 6% (10)--величина положительная для вофхь зна- 
чен! х между предёлами интеграда (1): 2, и 2,, каковы бы 
они ие были, х потому иекомыя функщи у в 2, опредфияемыя 
уравнев!яни (7), обращають иитегразь % (1) въ шизшиии между 
его предфлами, каковы бы они не были; другими словами, какь 
не отетояли бы одна отв другой дь данвыя точки, кратчайшее 
между вими разстояще есть прямаа лы. 


есть величи- 


6, (#,—,); но дробь 


Задача подъ № 7. Между двумя данными точками прове“ 
сти зпаную дийю, которая, вращаясь около данной праной, как 
окозо общ, образовала бы наименьшую поверхность вращенйя? 

Нуеть искомая хина. отнесена къ прамоугольныхь координа- 
таить, у которыхъ за ось х принята ось вращеня, а за ось у— 
прямая, перцендикудярная къ оси вращены. Пусть координаты 
двухъ данныхь точекь будуть (2, 4.) и (х., 9,). 

Такъ какъ поверхноеть вращен!я выражается интеграломъ 


2: 


эт [де УР", вр 


то данная задача приводится къ такой: найти шшишаш инте- 
трала # 


и [ме уУГЕР {1} 


при усзови, что даннымъ предёдамъ интеграла 2, и 2, соотвёт- 
ствують у, и у, данныя предфльныя значеня искомой фуикщи у. 

Решая эту задачу по прену, изложенному въ 5 $ третьей главы 
при раземотрши четвертаго случая, находамъ, что предёльныя 
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уравнев!я не будуть ныфть мфета, д глазное уравнеше будеть 
такое: 


4Р 
У ш=° 
туч: 
МУР 
Иа УР 


Такъ какъ функшя $ содержнть только у и р, то на основании 
формулы [(56), 6-й $ третьей газвы], хля опредьлешя искомой 
функшя у слфдуеть интегрировать уравнеше . 


9—с-- Ро 


которое въ давномъ схучаВ будеть имфть вадь 


и приводится къ такому: 


у 
—е 5 
м+й 2) 


тд в— произвольная постоянная 
Изъ уравыен!а (2} выводится такое 


откуда 


или 


8) 


ТВ с,- другое произвольное постоянное, з е—основаше Неперо- 
выхъ логариомовъ. 
Такъ какъ 


(у уе) (фут) Ш 


то 
(4) 
изъ двухъ уравневй (3) и (4) будемь вмфть 
=—& я е- 
ен *] в) 
Уразнене (5) есть уравкен!е цфиной зиви, которая в: будеть ивхо- 


мая кривая, 

Весьна не трудно доказать, что принятая за ось 2, данная ось 
зращевя есть назравляющахя къ цвиной линш, какъ прамая ли- 
31, обладающая тфыъ свойствомь, что чаеть нормали въ идной. 
ливш, отефкаемая осью вращеня, равняется радусу кривизны ци- 
ной лини. Въ самомь хфаВ рашуеъ кривязны р разень 


а означенная чрезь * часть нормали, отсбкаемая осью враще- 
ня принятою за ось х, равна 


поэтому 


но 


слфловательно 


откуда: 2 


Дая опредфленя произвольныхь постознныхь си с, по даннымъ 
‘звумъ точвамь сяужить уравяене (5). Но’по данвымъ двунъ‘$оч- 


Г 
| 
| 


зъ 5 точку С (черт. 6), которой координаты ==: и 


Черт. 6. 


каму не всегда воз- 
ножно изъ урав- 
веня (5) опредф- 
лить произвольныя 
постоянный с ис, 
таким образомъ, 
чтобы они ныфди 
дБйствительный 
величины, такъ 
хажъ чрёзъ дБ дай- 
выя точки не всегда 
возможно про 
сти цфиную зинйо, 
такимъ образомъ, 
чтобы даниая пря- 
изя была ея на- 
праваляющей. Для 
доказательства пе- 
ренесемь начало 
координать изъ 0 
у ==0, отвеся 


искомую кривую къ прамоугодьнымь координатамъ, которых оси 
НС и 0%. Тогда уравнен!е искомой кривой представитея въ вадб 


16 


= 
еб+е "| (6) 


и относательно осей НС и (у, кривая, очевидно раеположится 
<инметрично. Чазть оси НО, отсёкаеная кривою, будеть равна © 
и будеть напменьшею изъ координать у, опредфляемыхь уравие- 
зземъ (5). Чтобы удостовфряться въ этомъ, стоатъ только продиф- 
ференцировать уравнение (5) по ди пророводную И иодожоть рав- 


ною нулю; тогда найдемъ, что эта производная 99 обращиется въ 
нуль при 7—6, а при 2—с,, какъ показывать уравнеше (5) у=е. 
Раземотримъ отношен!е .. Этому отпошеню ва основан урав- 
нев!я (6), можемъ дать такое выражен!:е 
р Е = 


1е°‘-+е 


(7) 


зе 


у 


Предетавленное въ такомъ видб отношение „ можеть быть раз- 


. д 
сиатриваемо, какъ функия оть Ро и чтобы найти наименьшеевина- 


хеще ‚ воторое означимъ чрезъ #, сабдуеть продифференциро- 


| <) 


. = 
зать уравнене (7) отвоентельно „ п производную —-_ подожить 
а(7 
с 
равною нулю. Притомъ замфтимъ, что, такъ какъ отношение? мо- 


веть быть и положительнымъ н отрицательнымт, то # иметь какъ 
позожительное, такт п отрицательное значен!е, но вслфдетые сим- 
метричёскаго распбложеня кривой, опредёлявмой уравнешемь (6), 
у 


. 3 
хостатозно разсиатривать 
з я 


. & сябдовательно н Ё только полови- 
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. 2. 5 
тельнымъ. Имфя это въ виду и означая зрезъ 210 значение - , ко- 
с 


торое удовяетворяеть уравнене 


5 
< ГЫ 


позученноку оть приравниваня нулю о ‚ будемъ 


выть 


Уравненё это, ‘рьшенное послфдовательныхь приближемемъ доеть 
2 — 1.19968 
с 

Ветавляя эту возизивуче въ уравнене (6), найдемъ, что 
% — 1.81017 , .. 
с “. ый 


Такинъ образомь имБемъ: 
я, = 1.19968. , у, == 1,81017.с, ы == 1;50888 — 
й 


(56°, 28") 


Такъ какъ отвошеше по чисзеннзой своей величивв не можеть 
быть менфе #, то двЪ прамыя СЁ и СФ, проведенныя изъ точки С 
и дрчающе еъ осью вращенз углы 56°,28 и 123°,32”, будуть ире- 
Фъаьными прямыми, вакъ стороны угла ОСЕ, выЪ котораго яътъ 
ни одной точки, принадлежащей искомой цфиной лин. Эти двЁ 
пряныг СР и СЕ, которыхъ уравненмя отноевтельно осей СН 
и (г суть у вн у= — 4х, будуть также каевтельныхя къ 
иёийой лини. ДВЙствительно, такъ как по уравненю (6) мы 


инвемъ зообще 
16* 


аё= 


то уравнению (8), можеть быть данъ Тзкой водъ 


Е р о о 
У) 4 _ [у 
ее = 


а представаенное въ акомь видф уравнене (8) показываеть, что 
® есть тангенсь угла составляем го осью вращеня съ касатель- 
вой къ пфиной зинш въ точкахь Е к ЮО, которыхь координаты 
[5 у.) и (-х, %)]. Эти двЗ точки Е и Б мы будемъ называть 
предъяьными точканиь какъ тёкими, въ воторыхъ предфльиыя пря- 
жыя СЁ и ОР касьются цфиной ливш. Тахимъ образомъ опре- 
дЬлить изъ уравнен!я (5) произвольныя поетоннныя си с,, такъ, 
злобы они ибли аЕйетвительныя величины, возможно по такниъ 
только двумъ даннымъ точкамь, что, если изъ нихъ будуть про: 
зедены прамыя лиши, дфлаюрия съ данною осью вращены углы 
56,28’ и 123°,32', то эти дв прамыя лини должны пересвкаться 
или выше даниой оси вращен!а или на самой оси вращения; опре- 
дБлене возможно, потому’ что чрезъ тая дв данных точки можно 
провести цфиную хин, такъ чтобы данная 065 вращевя была 
ея направляющей. 

Для опрехьлевя знака второй вараци и, выведемъ ее по 
фориуламъ [(78), (79) и (80), $ 4-Й четвертой главы]. Ю фориу- 
лвиъ [(18) я (79),.$ 4-й четвертой глезы] 


Р 44 аЁ 1: 
= ат} Е 
. че (ыы -т9) о 
тдф по формул [(80), $ 4-й четвертой главы] п по формулв (5) 
м 
1% &—— Ры 
% „4 ; 
Чтобы инфть --в-^, продифференцируемъ уравнене (5) по с, в 


4%, % 
по с, тогда поту 


ое, в 
4, 2 
Е а 


Имя въ виду выражене у, опредфляемое уравнешемъ (5) и при- 
намая во внимане, что 


= =, 
Я 
вайдемъ, что й , 
, Ве ди ау уе 
со паев 
2 потому а 
ее 
, , о щ 
пей о с 
‘откуда у ^ 
т ве ео) у 
: с — 
во г иене ; 
2. зори" =. з 
м В че 
потому Е .: . 
#— 6, у 
= (ь и :) [99 
. 42 т Е 
Изь такого выражения 2 10 слфдуеть, что эта проазводная Е 


имфетъ величину конечную дия возхъ значенй д, содержащихся 
между м, и 2, —предёлами зитеграла ы (1), имфющимн величину 


ЯР 
конечную. Производная Е”) равна 


поэтому 


(12) 


Производная а какь авствуеть изъ самаго ея выраженя, есть 


величина конечная. Изь формуль (9), (11) п (12) слфдуеть, что 
вторая зарешия 6% (9) будеть тавже-величиною конезною мезду 
предзлами 2, и х,, если только фувктя Г (10) не обращаете: в& 


пушжь. Входащая зъ, функц у проваводиныя и дЬявегся равною 


нулю при 2==с, но при х==е, функц Г, вакъ показывають фор- 
мулы (5) и (10} равна &, что я приводить къ заключенно, что функ- 
щя Г, между предфлани д, их, нё обратитёя въ нуль, еези только 
будеть выполнено услове, которое, какъ показано въ 4 5 чет- 
вертой газвы, состоить РЪ.ТОТЬ, Зтофы-о отношеые производныхь 
у. . 

4 

ду и въ ДАННОМ луна фу 5—9 д приняла бы двё 
46, Я 

раза одной и то же величины нежду предёлами 2 их,. Но эта 


Чу = враваеть обециеву ТОЧЕЛ, ВЪ иоторой касатень- 


42’ 
зая въ цфиной ливш переебкаеть ось х. Такамь образомъ ебли 
зрезъ одну изъ данных» двухь точекъ, положнмъ 4, проведем». > 
иной зинш касательную 4,0, пересбкающую 06 2 вЪ точ @ 
в изъ @ проведень Я Е, касательную къ цвиной длина въ точкВ Ё, 
то точка Ё, которой абециееу означимъ чрезъ Х, будет предЁль- 
ная точка, какъ такая, что вторая изъ двухь данныхь точекъ не 
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должна недостигазь, не переходить ея, ддя того, чтобы вторая вз- 
ращя 63% (9) была величиною конечною, другими словами вто= 
рая вар!ащия 63% (9) будеть величина конечная между предфяами 
д, в,, если касательных &Ъ цфиной линш, проведенныя изъ двухъ 
данныхь точекъ, пересфкутся вЪ точь находящейся наль оеью 
вращен!я; откуда сяЗдуеть, что, если деф ханкша точки будуть 
на равныхьъ разетоятяхь отъ оси вращеня, то эти дв данныя 
тТОЧЕИ должны быть ближе къ оси вращеня, чЁмъ предёльныя 
точки Е и О. Очевидно, что, если верха предёль 2, >Х, то са- 
дуетъ его уменьшить, назяачввъ ддя него величину меньшую Х. 
Положимъ что 2, и х, —таве данные предфаы интеграла № (1), что 
зо 1-хъ, они сзужатъ абециссами такихъ двухъ точекь, по ко- 
торымъ произвольныя постоянных са © опредфляются изъ урав- 
нения (5), такъ что они вуЗютъ дЪйстрательныя везичены и во 2-хъ, 
между этямн предфлами функция Г. не обращается въ нуль; тогда 
вторая заращя 6% (9), сохраняя зеличину конечную между этими 
предфлами хи х,,—имфеть знавъ, одинаковый съ знакомъ произ- 
аР аР 

водной №} но эта проивводвая 2, какъ слфлуеть язъ фориулы 
{12)—величина положительная потому что въ данномъ случаЁ р 
ведичина положитальная. Такимъ образомъ интеграль # (1) иыфеть 
шайщим при выше указанных» давныхь предблахь х, из, в при 
фувкща у, опредвляемой уравыешемъ (5), значить, проведенная 
между двумя данными точками [(2., 9.) п (2,, 9.)], цивая зов, 
вращаясь около данной прямой, какъ около оси, образуетъ нап- 
меньшую позерхность вращеня. 

Задача подъ № 8. Между двумя данными точками, про- 
зевти на плоскости такую линю, чтобы площадь, ораниченная 
этою лизщею, двумя радусами кривизны в данныть ея точкать ц 
ея разверткою, была бы наименьшею? 

Пусть (черт. 7) данныя точки Ал В и пусть искомая ланя 
отнесена къ прямоугольнымь коордаватанъ х и У, изъ которыхъ 
ось х проходить чрезъ двФ данныя тозкн А и В по направае- 
ню АВ, ось у прамая, перпендикуларная къ прахой АВ, в из- 
За20 въ точкВ 0, отъ которой точка А отстоять из данномъ раз- 
стоднши, которое означимъ чрезъ х,; тавЪ что коордийаты данвыхь 
точекь Ди В тама: (2,, 0) и (0,, 0). Рамусь кривзны искомой 
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кривой въ какой нибудь точ М означиыь чрезъ р, а дугу АМ 
чрезъ $, тогда, какъ извЬстно, наощадь АВНО, ограваченная ду- 


Черт. 7. 


гою искомой кривой АВ, двумя ея ращуеами крязвизны АНи ВР 
и дугою ея развертки НО, выразится янтеграломь и 


а) 
тДВ 


(2) 


смотра потому, выпуклою или вогнутою <хороною обращена иско. 
ыза кривая въ осн т. Рёшая нопросъ о пививиш интеграяа м {1) 
чо прему иззоженному въ 5-мъ $ ‘третьей главы при раземотр%- 
ви 4-го случая, находамъ, что предфльвыя уравненя будуть тавя 


ии. 
ди: 
(1-25) 
уно ® 
{Е ; (=) : 
Такъ какъ 
В 4. . 
Р,= ая 
а 
(:;) 


= : ной 
Фувкщя Ф (2) содержать по потонт, ва основания 
форыули [(57), 6-Й $ третьей. гдавы], интегрироваше главнаго урав- 
ненёя даетъ 


аа В с 


= 
въ которонъ с п с —провзвольныя постоянных в которое, по вне- 


сени въ него зыфсто производной Р, и фунвщи © ихь ведичияЪ 
на основаши формулы (2} прязодится къ акому 


оене р 


Это уразнеше обратится въ такое 


р= дави). (4) 
если положимъ ` ` 
«= ви ‚м (08 с давл ‚6, 5 — даб 


отв ан а--вовыз произвольныя постоявныя, которыя За Бвають 
сис, н изь которыхь уголь я беретса такимъ; чтобы онъ им» 
значеше, заключающееся между 0 и т. Отнесемъ искомую линю 
ЕЪ новымъ прямоугольным координатамъ Х и У, которыхь ось 
вбециееь 0, Х.проходить зрезъ точку А и составляету. съ преж- 
нею ось абециссъ 2 уголь. хАХ, который означимь. чрезв а; оче- 
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видно, что тоть же уголь « составалеть новая оеь ординат» о, У 
съ прежнею осью ординать оу, нёчало новых координать точка 0, 
отстоить оть точки А на такомъ же разстояни х,, какъ и точка о, 
начало прежнихь координатъ; такъ что зависимость мешду преже 
ними координатами 2 в ув новыми Х в У выражается уравне- 
ими 


=, + ХСоза + Убта уу, + ХЭмо — У0жа (5) 
7д8 2, и у координаты точки ©, и очевидно, ято 
2, = 1, (1— (03а) ‚у, =, Ата 


Означивь чрезъ 0 уголь оси У съ касательной къ ‚ исхомой ври- 
вой 5ъ: какой нибудь: точь, будемъ имфть в а! 
о улещ а врор о: фа о ив 


ТРЕ 
потому формула (4) представится ТАКЪ 


р-= 4 
тогда 
7’ 43 = 99 = 40949 
И’ У&БЪ какБ ” 
ах _ т 
в= — 58 ,—- = 00% 
то 


ЯХ — 43909 = 408009) —@{1— 603204 ( 20). 
Я У— 43С058 == 469 003848 — 9284 (28} | 
идя полатая 20 = | й 
4Х = &(1-—С039)4% , У = аб 


Интегрируя эти уразненя и принимая во внимаше, что Х,— 
збецисей. начальной тозкя А равна х,, & ордината равна нулю, 
найдемт, что зскомая. кривая выражается уравкенями я 

‘Х—а= — @[$— 95], У= @(1— 6183) ` {6) 


Эти зриянева показывають, что искомая кривая есть цикюнда; ко- 
хорой основане совпздаеть съ овью Х. -. 


—ж%\1-— 


Входящя въ уравнен!я (6), ироизвольныя постоннныя 2 и д 
опредфляются на основав данныхь услоый‘ задачи. Произвоае4 
ныя постоянных 2, опредзяется непосредственно, какъ абсцисса 
данной начальной точки 4. Произвольная постоянная а опредё- 
затся, если будет извзетио а, для опредбаевя котораго служать 
ъпредёльных уравнен!я (3}. Если предположныъ, что 


—2 . я, 2 
= 
— #1 
(чаи) =о = /(ь+-аь)= о 
то велбдетые каждаго изъ этихъ двухъ предположенй —производ- 
ау 


ной т, при предфяахь интеграла % (1) будеть величина мнимая; по- 


этому чтобы удовлетворять предфяьнымъ уравненаыъ (3), необхо- 
димо положить 


%, 
з, ь, 
у Ро 


"д 
Эт уразнема предотавимть: зъ. ‘язой форув 


А ры ау 


10°: у ин 


ца 
® 
иыфя вЪ виду выразить ихх въ новых координатах Хи У, 185Ъ 
кавЪ ве такомъ случай, кавь показывають уравнен (5) ну буду 
фуньщями оть Хи Е Принимая Х за перемфнную незавасимую, 
продифферевцаруекъ уравненц (5) по. Х два раза, тогда получимь 


4х = 4Хбоза + 4УБта , ду = 4ХЭти- 9 УСова 
с == "Ува Фу = @*УСоя ^ 
Ветарзян эти величины 4х, 4у, 45, 49 въ уравнене (7), бухемх 
имЪть ташя уравнен: 
Рл 
у 1 фу 1 


1 (6 + тебил) 25 (сз дбн) 
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Эти уразненя могуть быть удовлетворены при слфдующихь четы- 


рехъ, проиозовоных 


1 ру _ о ДрУ 
) [ав=® [а 


ва 


нь 


ах (сы 9 из) 
- % з' , р 1 
8) = < = 
(и 8#) о (быз-дувиа) 


| ет 
1 
ы / РЕ: у” ах 
8-Х. а 
При важдомъ изъ первыхъсдвухь предполовеи У,--ордивата 


точки В равиз нулю, но какь явствуетъ изъ тругольника ВАС, 
У=(,—,) Эта, потому необходимо положить #—0; при третьемъ 


< 


й ЗУ 
предположени Софх==-—х, ЕЗКЪ вЪ точкВ А, такъ и въ точкВ В; 


4х’ 
. УХ . ПОЗА й 
во ры — 1, поэтому, такъ какъ въ назальной точеВ У, =0, 


=, ; . 
о [== ©> ВЪ ТОЧЕБ А, везбдеть!е чего | Сов = <, сятдоваь 
тельно я >= 0. Вслёдстые четвертаго предположеня и вслбдстые 
того, что а 2 1 будемъ инЪфть уравнене 0%*(а) — 24 —1 

ар у У’ 
откуда У; == Забри». Ес во второе изь урзаненй (6) выЪето- $ 


поставимъ у, —значене ф в® точк» В, то получиыъ У, == зади" . 


Тажъ какъ я = вмфють значеше между он м, то какъ 5 № 


такъ к био-ведичина положительная, а потому уравневе У, = 
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Забь? % вмфстф съ уравнешемъ. У, = 28 приводить къ од- 
1:10 
ному изъ двухь положений: 1) Виа или р, = 2т—2а г т 


есть отношеше окружности къ маметру и 2) Фа или ф, = 2а. 


Если положим ф, = 21—25, то поставляя аа ВЪ Баждое. изъ 


равной (6) получииь два уравненн. и ак 


-Н Х,-ыв, ==.а[9т--Ва— би —2=)] , У, = дона 
на == ›, 
или 


‘Ха, = ата 5, У, - 


Раздфляя первоё изъ этахъ двухъ уравнешй на ву0рое' и им 
въ виду 476, кАКЪ авствуетя. изъ прамоугольнаго урутонникь АВ, 
и 


в[1— 0322] 


рр 


) 


о 


Это уравнене требуетъ допущена "одного изъ двухъ предпозоже- 
в: ии 2==0 илн «==т,; ‘Во веди а == т, то изъ того положеншя, 
что $, = 21—29, вытеказо бы, что $, =0, что невозножно, зна 
чать прй тоиъ положении, что $, == 2:— 9, уголь х долженъ быть 
равен ную; Если $, 55 94,1%, вставлия 3х выфето фев ваздое изъ 
уравненй (6), получинъ два уранвеня 


Х,—ч, = 0(2:—5т2%), У, = а(1— 08а} 


РаздВляя первое изъ этихь двухъ уравне!й на второе и заы%- 
чая, что 
Х,—& _ Сова 
о-в ' 


буденъ имфть уравнене 


— 54 —= 


Сова _ 2д__Знба 
- ый Эта  ТССбойя 1. 
отвуда , 
а бозабила = 2обта 
или 


Бит — а] 20 


` Это уравпенше зребуеть допущен одного из5 двухъ предполо- 
жен: или Эта == 0 или 52 ==0; при каждомъ изь этих 
двукъ предпозоженй уголь. доджевь быть равень нулю. Но, 
если #«=—0, то изъ того положены, что $, =За вытекаеть, что 
и ©, =0, что невозможно, откуда слфдуетъ, что снов то поло- 
жеше, что "9; = ан ишфеть ифета. Итак, вбаЪдетье предёль- 
выхь уравневй (3) необходимо, ПОлОвИТЬ @ = 0. 

Вели =, о мовыя хоордиваты Ха-У.еовпахаютъ. съ преж- 
ними хи у, & потому искомая кривая относительно нрежнихь 
зоордивать х и у выраждется- зрарневими 


2—2, = аз бтз)фу = а(1— 0059) (8) 


#оторыя позучатея изъ уравнешй (6) замвною Хи У нахиу 

Уравнен!я (8) показывають, что АВ— разетояне двухь данных» 
точекъ (2,,0) и (1,0) есть основаше цеклояды, такъ что ф,—_вна- 
ченше ф въ точкь (4,,0) равно $; == Зло: Ветаваяя Эт виЪсто $ въ 
Храввены 8, позучииь ‚уравнене 


Г: котораго и опредвяе ` проиводьнаа постбяавая `а. 
‚ Такъ какъ искомая‘ ьризьа обращена вогнутою стороною къ 


оса <, то по формул (2) 


\: 

_— (=) 

= а ь 
йх! 


На основаши этаго равенства и’на основанш формулы [(74), 3-й $ 
четвертой главы] вторая варащя 6*и предотазится чак: 
рык ь 


“-/ [- и д 9 


ТАБ по формуз» [(75), 3-й 8 четвертой главы] 


ра.) № | 
, 


ат, ’ва 
и если положимъ 
ау 99 


рев) оо | 
| 

1 

| 

| 


то по форнуз% [(75'), 3-й $ четвертой глввы] 


2 = - 08 + 2, #2 2 


“Тажъ какъ уравнены (8) даютъ 
4 _2а 1 ау в Ч = ау 416) 


то 


ау ау — 
= А-а, и) 2 аа = 
. 
о шла 
а аа 
Пров Ув 
1 
АА (-5) 
4 ! 
р-ва,ьь,| М |= 


делал = аль 


в бу 1 
=) | др бу 
| . 9 а Ур За 


2 1 даа 
У’ м 


а 
=. ай ,) и 
а потому 
м | 


Откудь сяфдуеть, ое обращается въ со для‘вевхь значенй д 


кежду данными предёлами у, и %., жоторыхь наибодьшая разность 

равна дат, такъ кавъ дия веЁхЬ таких значений функия у не обра- 

щается въ нуль; ветбдетве чего зиакъ второй варадш 5% (9), будетъ 
ду" 


1-9. 


одинаковь съ знакомъ дроби — ^- а ; зетавляя въ эту дробь 
(=) 
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- 
СУ акь величины изъ формужы (10), найдемъ, что 


42 
в: 
(1+) 4у* 


‚ а потому и вторая ва- 


уз 
(1) 
ращя 5% (9) величина положительная, Такныъ образомъ фунеща у, 
опредёляемая уравненями (8) обращаеть въ шнишаш интеграль % 
(1), взятый между такими ‘его предфлами 5, и ‚, что налбодьшая ихъ 
разность 2—2, равна 2а<—осповашю вфтви цивлоида, которая и 
весть искомая лин!я п которой оенован!е веть разность двухь дав- 
ныхь точекъ (,:0) и (х,,0}. Такъ какъ въ каждой изъ этихь двухь 
данныхь точекъ решусь кривизны цихлоиды равевъ нулю, то зна- 
чить, что по условамъ данной задачи наименьшая площадь огра- 
ничиваетея (черт, 7) циклондою АМВ п ез разверткою АРВ. 

Задачь подъ № 9. Найти кратчайииее разототие на дан- 
ной плоскости между двумя данными на ней точнани? 

Пусть искомая длины отнесена къ прамоугольнымь координа- 
тамъ д, у, 2. Разстозще между двумя давнымн точками (2,9, 2} 
и (4, 9. 2.) выражается интеграломъ % 


а) 
тАВ 
(2) 
Пусть уравнене данной плоскости будетъ такое 
Аз-+ Ву+ = (3) 


Примфная въ данному сзучаю форму [(71}, 10-й $ третьей главы], 
будемъ имфть уравнеше, служащее для опредблешя искомыхь 


функций уи2 
17 


Эти уравневя приводятся въ такимъ: 


2 Чу 4х а: ду ах 
ооо ина 
Интегрирован!е этихъ уравнев! И даеть: 

& ау 4 42 ду 
в (ая Мб Аз В А ве (4) 


тдь №, №, и #,— произвольных постоаниыя. 


В 


Умножая первое изъ уравнезй (4) на, второе зб, третье 


@ 
8, скаадывая, получим 
4у 
ый 4 и ` -к® в= =6 
откуда 
НЕ ду+ 2 =Ь (5) 


тдф № проязвольная поетоянизя. 

Уравнене (5) есть уравнев!е плоскости, на которой, взкЪ и на 
данной плоскости (3) находится искомая лия 

Унножая первое изъ уравнеый (4) на 4, второе нз В, третье 
на Си складывая, получинъ 

ВА-ЬВ+1,0=0 

Это уравнеше показываеть, что плоскость (5) перпендикухярив 
въ данной плоскости (3), значить эти двф плоскости {3) и (5) пе- 
ресёкутся, а потому искомая линия, какъ сВчешю двухь плоскостей 
(3) и (5} есть прямая лишя, хоторая вообще выражается двумя 
уравнении 

уУ—ож-не, и = сис, {6) 

тдВ произвольныя постоляныя с,, с, с, и 6, опредёлаютея изъ 


четырехъ уравкен!, которыя получимт, поетавляя въ уравнеюя (6) 
выЗето 4, у, 2, сперва 2,, у, 2, потомъ 2, у,, &,, 
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Функщя у и 2, опредёляемыя уравненяыи (6) и функц у и &, 
опредфляеных уравненяня (7) въ задачЪ подъ № 6— ода и тёже, 
равнымь образомъ провзводныя Ри 0, взятыя отъ и относительно 
риа по формул (2) твыя же, какъ и производныя Ри 0, взя- 
тыя оть © относительно ри д по формутв (2) въ задачЬ подъ № 6; 
а потому результать изелфдованз второй варащи при решен 
данной задачи будеть такой же, какъ и при рёшенш задачи подъ 
№ 6, именно: фуньщи у иг, опредфляемыя уравнешями (6) обра- 
щають въ шоИшот интеграль % (1), взятый между данвыми ире- 
дЬлами, каковы они не были,—при услови, что тфже саныя функ- 
щи и д удовлетворяють данному уравнению (3}; другими словами, 
хакъ бы ни стояли одна отъ другой дв данныя точки, кратчайшее 
между ними разстояне на данной плоскости есть прямая али. 

Задача подъ № 10. Найти кратчайшее разстояще на дан- 
ной повертности шара между двумя данными на ней точками? 

Пусть искомая лин отнесена къ прямоугольвымь координатамъ 
т, у, 2. Разстояые между двумя данными точками (2, у, &,) и 
(2, 9. 2,) выразится интеграломъ # 


Я 
& 42 
аш Грани 0) 
®, 

Пусть данная поверхность шарз, которато радуеъ равень И, 
имфеть центръ въ началь координать, тогда ея уравнене будетъ 
такое 

ден" = В* (2) 
Прилагая къ данной задач формулу [(71), 10-Н $ третьей главы] 
будемъ имфть уравнен!я 
4х ау а 
(=) _*(#) «(в 
Ри” ЖИ 
которыя приводятся кь такимъ 


и (о 


Интегрирован!е этихь уравневй дает 


17* 
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4 [а 42 4 @ 
95 ом ь, 2 Е 7% й, 

тдв д, №, И, производьныя постоянныя. 

.-Умвожая первое изъ этихъ уразненй нах, второе на у, третье` 


на д и складывая, получимъ 


Ах + Ву 2 =0 {3) 


Это есть уравнеше птоекоети, которая проходить чрезъ начало” 
координать, совнадающее съ центромъ шара, & потому эта п10с- 
кость (3) пересёкаеть поверхность шара; и искомая лин, какь 
пересфчене поверхности шара плоскостью, проходящего чрезъ 
его центъ, есть дуга большаго круга. Если чрезь а, В, 1 озна- 
чимъ углы, составляемые плоскостью (3) соотвЪтетвенно съ пло- 
скостями коорхинать у, 22 и уг, то будемь имть 


В, быв р, 
Утв” Ут 


Созх 
[о 
Св = ОНИ НИИ 
У 
Тогда уравнеше (3} пряводится къ такому 
20037 + у0038 = 2008х = 0 (5) 

Въ отомь уравнеши (0х, 0038 п 085 опредзаатея изъ трехъ 
уравнен; одного С05'е + 0оз"В + С0в*у —1 и хвухь другихъ, 
которыя получимъ, вотавляя въ уравнеше (5) выЪето х, у, 2 сперва 
2, у, 2, а потомъ #,, у,, 2,5; по вавфетнымь Соза, (058, (08, взъ 
формулъ (4) опредфляется №, В, и В, и тогда будеть извфетно 
позожене плоскости (3) того большаго круга, котораго дуга ееть 
кратчайшее разстолще между двумя данными точкбми, 

Такъ какъ мы можемъ располагать выборомъ награвленя оси х, 
то для простоты опредёленя знака второй вараци 6%% интег- 
рада м (1) применъ 3 ось х прямую— пересёченыя плоскости (3) 
большато круга съ плоскостью 2у; тогда, если чрезъ у означимъ 
ордвнату большаго круга, н& которомъ находятся двф денныя точкв,: 
въ отношеви къ его дДаметру, находящемуся на оси г, тогда урав- 
ненве этаго большаго круга представится такъ 
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о. 
Ща (6) 
1— бовя В 

Такъ какъ за 06 х принята прямая иересъченя пзоскоети (3} 

съ плоскостью ху, то 00$] = 0 и мы будежь имфть уравневе 


(03а -+- 0038 =1 (7) 


Проэкщя большаго круга (6) на илоскоеть ху будеть элипсяеъ, 
когораго уравнене 
за 


а рен =1 ‚ а— В 08а (8) 


и: 
Проэкця бозьшаго круга (6) на плоскость 2 будеть элипеиеъ, 
хотораго уравненя 
р 
Дит $ = 0058 {9) 
По двумъ элипенсамъ (8) я (9), какъ по двумъ прозвцяиъ круга (6) 
этоть кругь (6) будет вполн® опредёленъ, такъ что функц1я у и #, вы- 
зеденныя изъ уравнений (8) и (9) суть функщи отъ 2, ‘опредфлающя 
искомую кривую (6), которой дуга есть кратчайшее разстоане на 
ханной повгрхности шара, между двумя данными на ней точкаии. 
Инфя этосвъ виду и пренимая во вниман!е, чт0 нреквлы интеграла 
в (Г) я предъльныя значеня функщй у и 2 даны, мы опредфяимъ 
знакъ второй зарацм 57% интеграла и (1} на основант формуль 
[(©9) и (60), 3-й 8 четвертой главы}, 
При приложен этихъ формуль къ данному случаю положемъ, что 


аР аР., _@ 
ИУ, 2,8, = $, в = д" 4 =, 
. 


ар, _аР аР., _49 


В 


ы } 
им, 


Тотда из основави формулы [(59), 3-5 $ четвертой главы] нахо- 
димъ, что 


Р=Г. Г.И, =ТА-АУХ, 


. 4 
г прай. 4 [о 


тдё, если положимъ х = В(С0зф то по формужВ [(60), 3-й $ чет- 
вертой главы] будемъ имфть 


Е а ах. 
ви _ 207 2-19) _ Вт “)= 
т т 


9—2 
—_ 49 „ х Е № [22 
И — дни 9 аа) 
аА 42, 42, ал, 
4 _* вк. -А #)_ (чех, шу,) 
2 Р) Г) 
482 28 — 482 08 у 
шт * Ве" } 
На основав формудъ (1), (7), (8) н (9) находим», что 
аР__ 1 1-7 > а : 
ТЕ ТРЕ == 59$ (1— биг 0089) 
ЧР _ 1 р: ис бо 
Е УЕЕРЕИ ТНУ = — 50$ (014 Сова бозВ (12) 
40 1 1+ : . 
ш— УИ ни кг = 541—988 0063$) 
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аР 
Изь формуль (12) саЪдуеть, что каждан изъ пропаводныхь п, 
аР 49 

м и ‘Ча "еобращаетея въ со ни для одного изъ дйетвательныхь 
значен 2; формулы (11) приводять къ завлючено, что пдремфя- 
ныя т, и т, сохраняють везичину конечную для тЁхъ только зна- 
чешй 2, которыя соотвфтетвують значешямъ 9, заключающимея 
между 0 и т, д потому для такихъ же точно значенй х фувьщя 
похъ зкакомъ Г во второй части равенства (10) оетаетея величи- 
аРа9 (= 


: 
ною конечною; и такъ какъ услоше — —— че) > 0 вынол- 
ар 4 \ 44 


наются, то знакъ второй варащи 6% (10) одинаковъ еъ знакомъ 
аР 

производной ., которая, кагъ покавывають формулы (12) вели- 
чнна положительная для вебхь тЬхь 2, которыя соотвВтетвують 
вначешямь $, заключающинся между О ит. Такимъ образомъ рз- 
шене данной задачи приводить къ такой теоремЪ: дум большиио 
рум между сл крайними данными точками тоба тольно будеть 
хратчайииьи разстоямемз на поверхности вара между этини 
двумя точками, кода да будеть не болье полуожружносети. Нь 
эту теорему указахь знаменитый Германсый Геометръ Якоби въ 
своихь Уоезорееп аБег Оупашйо давъ для нея геометрическое 
доказательство, которое приводимь дословно: [УоМезапеев @фег 
Пупаших уоп С. 6. 1. ДасоМ; Бегдизвесерен уоп А. С|ефзев. 1886. 
Страница 46, строка 15—78 снизу]. 

а В зе! Чег Ро! топ 4; шап уейисете еп 
зтоаеп Ктевз АяВ @фег В Мтаиз 68 С ипа 
1есе еп отбзиеп Егезз АВВ ппеп@Ней пане 
зп АоВ, дани 136 АяжВС — АВВ + ВС— 

& АВ -- ЕВ + ВС. Ез зе: Тегпег В опеваНей 
паве зп В опа ВС еш втовиег Ктевзросев, 
\\ 1 50 155 ВС < ВВ-+ ВС, 8130 №6 @е себтоввеле 
©” ше 48+ ВС Мешег, а15 @ег стбзеёе Кге!з 

А>ВС. Аз дег Кизе! а1з0 156 180° @1е Степже 
4е5 Мшииит8-Еюепзсвай. 

Въ приведевномъ нами доказательств® Якоби 
проводить большой кругъ (черт. 8) 4:В, сыЪжный съ большимъ 


Черт. 8. 
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зруюмь А4=ВС и березь точяу В сиБжную съ В, потому что въ 
теорш наибольшихь и нанменьшихь величияь, какъ` изръетно, 
всегда сравинваются таыя двф величины, которыя безконечно 
близки одна къ другой. 


Задача подъ № 11. Найти кретчейщее разстояне на дан: 
ной поверхности прямею цилиндра между двумя данными на ней 
точками? 

Пусть искомая лишя отнесена къ прамоугольнымь ковединатамъ, 
2, у, я. Разстояще друхъ данныхь точекь (2, /, 2) и (2, 9,, 2) 
выражается интеграломь и ‹ 


= 


З 
ео Ук а {1} 


2 


Пусть данная поверхность праваго 
цилиндра, котораго радуеъь круга 
основаня равенъ #, такь распохо- 
жена относительно координать г, 
3, 2, что ся 06ь совпадаеть съ осью 
<, а цантрь круга основаня съ 
началомъ координать, тогда урав- 
нее данной поворхноети прямаго 
цилиндра будеть такое: 


и -- у = 


ы 2} 
координаты двухъ данныхь точекъ 
таыя (черт, 9): 


== бу, = 0,4, = =; 
а=а= Ву, =ееСТ, аа==с-=00 


Прилагая къ данной задач формулу 
{(71), 10-8 $ третьей главы] будемь имЪть уравнене 


8 9) _&(#) “(в 8) 


Черт. 9. 
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4х 4 
откуда “() =би 3 - зе2ичина постоянная, которую озна- 
чимь чрезъ 68; тогда и 
— . == 5.98 ` -` - 8) 
такъ какъ д, =0. 
Посафднее изъ уравнев! (3) могуть быть представлены такь 


ву 42\ _ 
Е (р) = 


откуда 
49 _ & _ 
8 989 
тдф 9—произвользая постоянная, которая равна 
9 == 7008В 


Дъйствительно. Въ точь А:у, == 0, &, ==7 и касательная БЪ иско- 


45 
мой кривой перпендикулярна къ оси 2, такъ что в= 0, въ этой 


точЕВ 4, а потому изъ уравненя 
ах *_ 42 


& 4 с 
въ которомъ =, — 9, = ЭВ, находимъ; чо 


Жени въ уравнене 
@ 
поставим» г вмфето 2, выбетВ еъ тЬмъ 088 выЪето Ри 0 зыь- 


сто у, то получныъ, что 
9=:0%8 
Такимъ образомъ . 


яхжи возБдетые уравнены (2) $ 
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24у—уаг _ 430058 
ука. 


Интегрируя ето уравнен!е и привимая во ввимане, что в$ 035 4 


д, = 0, у = 0 д =гиз=0 
получим 


ас (} = ся 


й & 
Но по уравненю (4) = БВ? сяЪдовательно 


вто (9) трьл В 65) 
Если чрезъ $ означиыь угодь АОР, то тогда 
° = 759 ‚ === 70089 ° (6) 


откуда 
= у 
$ == атс (: ) 


; 2 
Сравкен!е этой величины ф съ величиною =, которая опредь- 


7% 
ляется фориузою (5), приводить къ завлюченйо, зто 
#= {7) 
Е потому 
у = "Эт (5) ‚2 =4008 (5) (8) 


Искомая лив!я опредвляется уравненамн (8), какъ уравненяии 
ея проэкщи н& плоскости ду п #2; уразневн (8) показываютъ, 
что геодезическая лиш на поверхности прямёго цилиндра есть 
вивтовая зиня (В6Цсе). Для опредёлев!я производной постоянной № 
елужить уравнеше, которое получимь, поставляя в уравнеше (7) 
в вызсто ди я выфето фт, е. уравнеше 

а ва 


Уготь о, какъ значеню ф пря х==а, будеть, очевидно, значешемъ ф 
ири уф и в =ст. 6. х== < А0С, а нотому 
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Эта — В. п (в = 0 
+ х 


Данных величины Фи с должны удовлетворять этимъ уравненямъ, 
въ которых х опредфаяется тьмъ условемъ, чтобы вторая вар!а- 
ци 6 имфли конечную величину 

Иифя въ виду, 910 у и 2— функши отъ м, которых даются урав- 
ненами (8) опредфляютъ всконую линно в принимая во внимаше, 
что предфлы интеграна % (Г) и предфльныя значеня ув 2 даны, 
мы опредфлинъь знакь второй зармащи 6% питеграла в (1) нь 
основан формуль [(59) и (60), 3-й $ четвертой главы]. При при- 
ложени этяхь формуль кь данному случаю позожимт, что у, ==у 
3, =2 


ар. _@Р аР,, _ 40 аР., _аР ар, _ 49 


и ЗО ИО И 
= Е-Ь, И, 2, 
ЕЕ -ь, Кр 68, 
ЕДЕ, А 

Ра, еь, ибо ,Ёь, = 


. 
ТА -Ах = А.Д.) 99.059 


Тогда на основан формулы [(59), 3-й $ четвертой главы] п0- 
дузлыъ 


и ЧР. .- 88. > (9} 


тд на основанш формулы [(60), 3-й $ четвертой главы] 


ау 1 
ые р 8 У 
а. 42, о) 
. 4 5 (= хх) . 
На = р 
ар, 42, ти 
= ( 2— 218) 9% __ ‚(1.698 
р ПА 7 :|= . 


ЗНА основах формузь (1), (8) и второй изъ формуль (5) вахо- 
Жень это . 
4Р_ __1 1-7: в №0 _ | 
ар Урна 1+ ул ТР 
— 58 (б?В + (оз ‚ 008"В) 
4Р _ _ 1 24 
44 У-а-ье Т+Р-+Г 


0) 
О 


у” о 

49 1 159: 2 мб 

4 утереке ТНРНе Уйти 

= 939078 + 900? В) } 
аР аР „29 
Изь формуль (11) слбдуетъ, что производныя —— 4’ щ" ет. 
рататоя въ со ни при одномъ изв хВйствительныхь звачешй х 
формузы (10) приводять къ заключению, что перембнныя ит, 
сохранлють конечную величину для вевхь значен!! 2, закмючаю- 
щихся между 0 и @ такими предфлами интеграла # (1), изъ ко- 


Яр 005$ = — 98 005*В 810005? 
2605$ $ 


не об- 


т 
торыхь начбольшая величина @ равна 7й з' такъ кан по фор- 
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мухь (7) г==7й$, & предфльныя значешя ‘9, между которыии 


перемвивыя т,.и-т, сохранають конечную ветачяну, такые. 0 


т : : 
Ед, потому лая такихь же значен х функщя подъ зна- 


ком Л в0 второй части равенетва (9) остается величиною ко- 
вечною; и такъ какъ уелове 4 40 _ (4Р)*_ [И 
Ючною; и т У `@ &) > ® — выше 


няется, то знакъ второй варащин 2%и (4) одинаковь съ знакомъ 
: Р 
производной г которая, какъ показывиютъ форнулы (11) вези- 


чина положительная для вефхъ тёжь д, на которыя распростра- 
няотея интеградь и (1) потому что интеграль и (1) распростра- 
раегся только на положительные х, а при положительныхь %, 
кавъ показываеть формула (4), %иВ — величина положительная; 
жножитель же "8 1. (0518 005'$ — всегда величина положитель- 
ная. Тавимъ образомъ у и 2 функции отъ 2, опредлаемыя урав- 
нения (8) обращаеть въ пишит интеграть % (1), выражаюний 
разстояые между двумя точками на данной поверхности прямаго 
цидиндра и взятый между двумя его предВаами 0 и а, изь кото-. 


п 
рыхь наиболыная величина а равна 7%. 


Задача подь № 12, Дано яоложене осей 0х и Фу прямо- 
ЗПОлЬНыхь хоординате хну и 35 125 плосвоспие дат точки, кото 
рыё координаты: (2, 9,} % (т, м у,); требуется между всъми 
фиаямни, проведенными в5 той же плоскости чрезь данныя двь 
точки и инпющими между этими точками одинаковую длину, 
равную 1, найти: такую лин, чтобы площадь, отраничениая этою 
линею, ордичатами данных точек и осью абециссв была бы наи- 
большею? 

. =, 
Площадь, какъ извфетно, выражается патограломь (ух, а длина 
ыл 
2, . 
зини шитеграломл [42 УГ, тр =. Дано задачею тре- 
= 
буется пайть у-такую функцию отъ д, которая обращала бы въ 
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2: 
шахипиия потограла [уд при условш, чтобы тыже фунищя оть т 


=: 
удовлетворяла бы уравнетю 


[ву а) 


По способу Эйлера, отыскате такого отноентельнаго тшахипит 
приводится къ отысканно шахиииш интеграла % 


2: 
и [лоу сУРЕР {2} 
ел 
тдВ с— постоянный множитель, насчеть котораго должно быть 
удовлетворено уравнене (1). 

Рьшая данную задачу по прему, изложенному въ 5-иъ $ третьей 
главы, при раземотр® ви четвертаго случая, найдемь, что предфль- 
ных уравненя не выфють мфета, главное же уравнеше будеть 
такое: 


аР 
м = 0 
ТАБ 
4 [1 
М = 1, РР — Е) 
РЯ ® 
Всябдотве того, что М==1, главное уравнеше представится так: 
аР 
1% 
Чрезъ интегрироваше этаго уравненя получается такое: 
=—а=Р 


тд а — произвольное постоянное, Подставляя въ это уравнене 
вифсто Р его величину изъ формулы (3), будемь имбль 


— 211 — 

откуда 

®— (аа 

Уг-—@— 

Интегрироване этаго уравненн даеть 

(в +99: =0 (4) 
гдВ $—аюже произвольное постоянное. Итак искомая ливйя есть 
вругъ, котораго рауеъ есть с, а координаты центра суть @ и 5. 

Полагая 


у—$ = сте (5) 
изъ уравнешя (4) получимь 

я—а= 605? (6) 
Тогда урявнеше (1) представителя такъ 

2—9) 1 (7) 


тдЬ ф. и $, суть знзчены 9, которымъ соотвётствують какъ 2, 
я а, такь 9, и у. 

Ветавляя у. ну, д, и м, виБето у нах вь уравнеше (5) и (6), 
лолучиыь сльдующи четыре уравнешя 

у:— боб, ‚у. Ф-=обими ‚а, —а==еСову, ‚л-—а==с008Ф, (8) 
которыя вмфетВ ех уравненяыи (7) служать къ опредёленню пати 
величикъ с, @, В, $, и $,. 

Урзвнешя (8) даютъ 

уу с (и, — Эр] 2, —и, = (вр 09] 


или 


Эти двз уравненя приводять къ такиыъ двумт: 


9: о (+в) ‚бт (35) —_ 


2.—, 


У ви (1) 


РЯ 


(9) 


— 272 — 


изъ которыхь рышешемь втораго 


= (2)= Уи 
26 

опредфляется радусь с. При извфстномъ рауеё с помощ!ю`урав- 
ненй (7) и перваго изъ уравненй (9) опрёдфлятся углы $, иф,. 
ели ‘же извЪетны с, ф,.и 9, то изь уравнешй (5) п (6) ‘найё- 
дутея в и.5. 

Такь какь предёлы интеграла % (1} и предЗльныя значевя у 
хазы, то вторая варащи 6% интеграла ‹ (1) на основаши фор- 
муть [(78) я (79), 4-й $ четвертой главы], будеть равна 


"ен 
78 по о фориуь (3) 


`@Р_ с 1 (@) 
=. |= 
Г ИГ 8 


а на основанш уравневй (5) и (6) 


%=7 сб (11) 


Цо формул [(80), 4-й $ четвертой главы] 


@ а 
Находя проноводьшя Е Сна оснозавши уравнения (4) и иыфя 


въ виду уравнены (5} и (6), получимъ 
№ Созр К, В, АТ _В + К 659 


т Эту а сб 


откука 
1.4% 1 & +4 053 
Т &% 6.54 бб ы) 


(12) 


14а об 
т ве °братит- 


ея въ со, для вефхъ тЬхь значенй т, которымъ соотв тетвують 


Изь этой формулы (12) слфдуеть, что дробь — 


— 278 — 


й й 4Р 
зназеня ф завлючающияся между 0 и т; производная —, кавъ 


@ 


показываеть формула (11) ‘выфеть величину конечную для вефхъ 

дЬйствительныхь зназешй х, велфдстые чего вторая варащи 4% 

{10) остается величиною конечною для воёхъ значенй 2, соот- 

втетвующихь значенниъ ф между Фи т; изъ формулы (11}, въ 

которой множитель с, какъ ражуеъ ьруга--величина положитель- 
. 


нал, слёдуетъ, что производная ро "бапчина отрицательная для 


веъззъ ф между 0 п т. Такимъ образомъ у, фунащя оть х, опре- 
является уравнежемь (4) обращаетъ интеграль и (1) въ шахииит 
между предфаами 2, и 2,, воотвфтотвующими значенямт $, и $,, 
которыхъ наябольшая разность равна т; при условш, что таже 
фунетуя от <, удовлетворяеть уравнению {1). Такъ какъ зваче- 
вм ф, и ф,, которыхъ нанбольшая разность равна т, соотвётетву- 
ютъ 2, и 4,—абсциссы двухъ данныхь точекъ, огразичивающихь 
дугу круга, которой наибольшизя длина равна полуокружноети, то 
рьшен1е данной задачи выразится такъ: та дуга круга, которой 
концы суть двВ данныя точки и которой данная длина разна 
или менфе позуокружности содержить между двумя данными орди- 
натами н осью абециееь наибольшую площадь 

Задача подъ № 13. Из 66055 лин данной длины между 
двумл данными точками, чрезь которыя проведены онъ по плоско- 
сти, —найти такую, которая, вращаясь около данной прямой, вакз 
около оси, образовала бы наибольшую или наименыйую поверхность 
вращеня? 

Пусть повомая лишя отнесена къ прямоугольнымь координа- 
тамь ун <, у которыхъ за ось х прената оев вращеня, в за 
ось у—прямаз, перпендикуларная къ ося вращеная. Пусть коор- 
динаты двухъ давныхь точекъ будуть: (2, 9) и (2, %). 

Такъ какъ поверхность зращеня выражается пктеграломъ 


2, 
эт [уУГЕр. ал 
Ё 


а длина плоской хинн— интеграломъ 
18 
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2 
] др УТ 
=, 
то по правигу Эйлера рфшене данной задачи приводится къ 
отысканю тахиипт или тиви интеграла % 


2. 
и [о и-ФУГЕ {1} 
а. 


ТАБ в — постоянный множитель, насчеть котораго донжно быть 
удовлетворено уравнене 


1 [№ У (2) 


тдЪ { данная длана искомой лини между двумя данными точками 
@, у) и 9). 

Такъ какъ предфлы интеграла и (1) и предфльныя значеня у 
даны, то на основавши према, излоненнаго въ 5-мъ $ третьей 
главы при раземотрьнм четвертаго случвя, находим», что пре- 
дфльныя уравнен!я пе нызютъ мфета, а главное уравнен!е будеть 
такое, 


тв 
(3) 


Такъ вакъ функц ь содержитъ только у и р, то на основания 
формулы [(56), 6-й $ третьей главы] заключаемъ, что для опре- 
дВяешя искомой фунющи у, слфдуетъ интегрировать уравнен!е 


=с- Рь 


которое въ данномъ случа представляется такъ 


(у) УТ 


и приводится къ такому 


У _ 
ии" 9 


гдЬ с-— произвольное постоянное. 
Какъ въ задачЬ подъ № 7 изъ уравненя (2) было выведено 
уравнен:е (5), такъ въ настоящемъ случа изъ уравненя (4) по- 


чучится такое 
= 


нь 


че =] (5) 


8 
ие 


тдф с --такие произвольное постоянное. 

Уравнение {5} есть уравнеше цфиной линш, которая я ееть иско- 
мая лин!з. Постоянный множитель # п произвольным поетоянвыя 
сис, опредВлятен изъ уралвеня (2) и изъ тЪхъ двухь уравне- 
и, которыя получимт, поставяяя въ уравнеше (5) выЪсто яну, 
сперва 2, ву, потомъ х, " у,. Диревтрька цфивой лияйн (5), 
паразаольвая оен вращен!я, принятой за ось 2, ваходитея отъ нея 
на разстоани, равиомъ и. 

Вторая варащи 6% ивтеграла и (1) на основашн формузь 
[(78) п (79), 4 8 четвертой гаавы] представится такъ 


=. 


и [Ру Чета, 
в (2 ат у) {6) 
® 
гдВ по формужь [(80), 4-й $ четвертой главы] 
| У 9 
РТ йе, {7) 
а по формул (3) 
АР__ ут 
№ кр 8 


Изъ формулы (5) сяфдуеть, что фувешя Ё, которая дается фор- 
мулою (7) приводится къ точно тлкой же фунеща Ё/лкоторая опре- 
делается формулою (10} въ задач: подъ № 7; поэтому услове, 
служащее для опредфлен!я тадихъ предфловъ витеграла 4 (1), 
между которыми вторая варащ (6) сохраняеть конечную вели- 
чину, будеть тоже самое, какъ и то, которое было получеко при 


изельдовав!и второй вари въ задачь подъ № 7. Если это усло- 
18* 
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ве инфеть мфето, то вторая варащя 0*%% (6) будеть имфть тоть 
аР 
же знакь, который иифеть производизя 9, и который по фор- 


мул8 (8) одинаковъ ея знакомъ (у—#); но (у—ю), какъ слфдуеть 
язъ уравнены (5), будетъ положительная пли отрицательвая вели- 
чина, смотря по тому, будеть ли директрика цфиной хина (5) 
надь осью вращеня, принятой за ось 2, такъ что цъиная лия 
{5) будетв обращена къ кей выпуклою стороною; или подъ этою 
осью, такъ что цфиная лив!я (5) будеть обращена къ ией вогну- 
нутою стороною; откуда сяФдуеть, что въ первомъ случав произ- 


водная о, & садовательно и вторая варащя 6% (6) бузеть по- 


ложительная, потому интеграль м (1} будеть имфть шицтит и 
и цёииая зин!я вращещемь своимъ около данной оси образуетъ 


4. 
наименьшую поверхность, а во второмъ случаЪ производная -., 


и слЬдовательно вторан варащя 05° (6) будеть отрицательная, 
поэтому интегралъ % (1) будеть имфть шахплию и цфиная лин{я 
зращенемъ своимъ 0Е020 данной осн образуеть наибольшую по- 
зерхность. 

Задача подъ № 14. Изз всттз линЙь которыя на данной 
плоскости проведены танз, что веть они одним своимз концемз опи- 
‚раются на данную точку, а друче поъ концы находятся на рав- 
ныхе данных по величин разстоящаять отъ данной прямой в: той 
же плоскости, нобили такую лимёю, которая, вращаясь около дан- 
ной прямой, накз около оси образовала бы дачной величины: поверх. 
ность, орамичивающую наибольший объем? 

Пусть искомая длина отнесена къ прамоугольнымъ координа- 
таиъь уп, у которыхь за ось х иприната ось вращения, & 38 
оеь у- прямая, перпендикулярна къ оси вращен!я. Пусть х, из, 
координаты данной точки, въ которой находится одикъ кояець 
искомой лини, а у, ханная по зеличин® ордината другаго конца 
искомой лини, какъ данное разстоян]е этого конца оть оси вращен!а, 

Поверхность вращен!я выражается интеграломъ 


2 | уах ИР,» 


ый 
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& объемъ тбла вращеня выражается интеграломъ 
=: 
= { уае 
я, 
тдё т есть отношенше окружности къ даметру: 


Данный вопросъ равнозназущь къ тавимъ: найти у такую функ- 
ци от 2, при которой интеграль 


а 
[ль 
1 
дозщенъ имфть шахилит, а интегралъ 
Яа 
Г чт 
Я 


иыфть даяную волпанау > ; причемъ х,—нижнй предёль каждаго 


изъ интегралокь, а также у и у, предбльных значеня у имфють 
данныя величины, 

По’ способу Эйлера отыскаяе такого относительнаго тахнлита 
призодитея къ отысканию шахпоит интеграла % 


ы] 
м [моче [63] 
® 
ГдВ постоанный множитель х долженъ быть такЪ опредфлевъ, что- 
бы изечеть его удовлетворить уравнению 
=, 
= 2 [за м-р 2) 
=: 
при данномъ нижнемъ предфл м, и при данныхь у, и у, пре- 
дВльныхь значешяхь у, 
Ршая эту задачу по прему, изложенному въ 5-мъ 8 третьей 
тлавы прк раземотрён!н третьяго случая я принимая во винмаше, 
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что 2, у, в И пыбють данных ведичивы, получинь, что варйа- 
з$я би равна 


м, =, 
ви = До-Рр» «| (м- т) зуах (3} 
е 
тдВ соглаено принятому обозначению 
и= ы „Р= 
уравнене и =20 приводить къ главному уравненю 
Р 
хо 
и къ предёльному 
2, 
[ево 


Такъ какъ подъинтегральная фувьша т содержить только у и р, 
то на осковаши формулы [(56), 6-й 5 третьей главы], заллючаемъ, 
что внтегрироване глазнаго уравнеейя даеть 


+—Рр=е 
тд с-— произвольная постоянная, по веяфцетве предфльнаго ураз- 
неня с = и мы инфеыъ 

Ф—Рр—=0 (4) 
Поставляя выфето фи Р вхь вехичаны на основаши формуль (1), 
получииъ 


За искаючешемь не имфющаго мета рЬшешя у==0, уравнемя 
(5) приводется къ такому 


откуда 
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Интегрируя, получимъ. 
ое = а (6) 
Это, хакъ извфетно, есть уразнеше круга, котораго ражуеь ра- 
венъ я. Тогда уравнеше (2) представится такъ 
1 Эта, 2) 2) 
Ветаваяа въ ото уравневе выбето равности 2—4, ея величину, 
выводимую изъ уравненн (6), будемъ имфть уравнене 
В ола у У 
служащее для опредфлен!я а. 
При извёетномъ х найдетея величина произвольной постоянной с, 
изъ уравненя 
Ук" 
въ которомь 2, и у,--данныя величины, какъ координаты данной 
точки. Зная < и с, при данномь у, найдемь 2, изъ уравненя 


я — 


а, У 
Тавъ какъ и, одЕнъ изъ предфловъ интеграла % (1) ве дается, 
и подлежить вар!ащонному измфненю, то мы не можемъ пользо- 
затьея прямо формулою [(78), 4-й $ четвертой главы] для опре- 
дЬзени знака второй варащи $2, а должны найти ея выражеше. 
На основав формулы первой варащн 6% (3) п велфдетые глав- 
вато п предёльнаго уравненй 


5 
о ы [ет = 


тотъ выводь, посредствомъ котораго получнется формула [(12), 
1-й $ четвертой главы] приводить къ заключено, что вторая ва- 
рая *и равна 


= 2, 
| ве.А(и— Рь) = | Вах 
2 
тдв 
р (2. И 
5 [@№ ам. и” 7 (1) 
5 
ъ | дубу рёв а ] 
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Чтобы получать такое выражеше $%и, которое служило бы дая 
опредфтешя ея знака, положимъ 

бу= Ш 
тдВ {произвольная функщя от 2, а Г по фориул# |(80), 4-й $ 
четвертой главы], равна 


тк 


а ® 
поэтому 
г : 
ЕН 
откуда 
тар 2? (9) 


1 уе 5) 
Подетаваяя въ равенство (7) 12 выфето бу, придемъ къ завлю- 
ченю, что то преобразоваше, посредствомъ котораго въ 1-мъ $ 
четвертой главы из формулы (48) получаетея форнула (51), при- 
зедеть выражене № къ такому: 


Рае) ар/ а 
ь с 2 Та 
#_@у ПЕ, 
а потому, ТАБЪ какъ Ез-= ГЕ „ то 


=, =, 
вы [32.46 0 — [прив ще 
| (10) 


ЕЕ 192, =) 


м 2 


2, 
потому зто бГ, Я О всабдетые того, что [у =0 и [ее=о, 


савдовательно и | бу—=0. 
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Цоложимъ на время для удобства вычиедена 


—Рр= 
тогда ныфемъ 


а 
ем: —Рь) - № Т= | (в т. (ат бу 9) 


Если въ посзднюю часть эт&го ризешотв поетавамь 14 выфето 5, 


и если прамемъ во ввиман!е, что [т @ И ф. = 0 вол 
стве того, что уравнеше У==0 или э-— Рр= р дифференци- 
руемо по 2 в с,, то будемъ пмЪть 

Е 


| ен =0 фывт 8—0 


& потому 
и а а & 
=— Е ру 
[геля / ар 2 арм 
съ другой сторовы, 
ар ву 
@ `` Ив’), 


Поэтому, имфя въ виду, что 
=: 2» 
_1 $%=— | 28 


ару 4, 
"бр 
я-а (+= 


Такимъ образомъ во о сори заращи $*и, какь слЪдуеть изъ ея 
выражения (10) первыя два члена взаимно уничтожаются и мы по- 
хузимъ, что вторая варащя 0*и равна 


р/у таЕ ) 
и Г 1 (у т 4 


ыы 


получим, что 
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таг 
Ветавшяя въ эту формулу выЪсто ди величину изъ формулы 


(9), будемъ имЪфть 


Эта формула приводить къ заключено, что интеграль второй ча- 
сти равенства (11) оствется величиною хонечною дая воёхъ тфхъ 
значенй 2, при которнхь разноскь х—с, болфе нуля и которыя 
соотвётствують зналемямъ у, ббльшимь нуля, а потому, вакъ 
сяздуеть изъ уравненя (6) для веёхъь тёхь эначенй 2, при ко- 
торыхт разность хе, болве нуля п менфе а и слёдовательно дЕя 
вефхъ значеши д, соотвфтетвующихь значенямъ абсциесъ точекь 
такой дуги круга, которая, начиная отъ точки пересфчен!я окуржво- 
сти съ оеБю вращеня, ямфетъ длину, не превосходящую четверти 
окружности; для вефхъ такахъ значешй х вторая вартаця, оста- 
ваясь величиною конечною, пнфетъ знакъ, одипаковый съ знакомъ 


юнзно, ноз 2 но провзво, па Р звна произ 1 1 
пр д 4’ ф уд ар равна прой’ велено оу ва 


Е 1 
А, вЪ которомъ множитель з величина позложитель- 
Ут’ ] +р 
2 д 
ная, & можите, какъ сллуеть изъ формулы (5) ве- 


9Р 
зичина отрицательна, а потому производная ‘т, и елБдовательно 


вторая варащя (11) велачина отрицательная и интеграль « (1) 
имфеть шахвот. Итакъ изъ всфхъ лин, которыя на данной п1о- 
скоети проведены такъ, что всё они однимъ своимъ концемъ опи- 
раютея на даниую точку, & друме ихъ концы находятся на рав- 
выхь разстояняхь оть данной прямой въ той же плоскости, — 
окружность обладаеть такимъ свойством, что ея дуга, вращаясь 
около данной прямой, какь около оеи, образуетъ данной величины 
поверхность сферическаго слоя, еолержащаго наибольн!й объемъ, 
прачемь, образующая слой, дуга, начиная отЪ точки пересфченя 
окружности еъ осью вращены, должна имфть длину, не презышаю- 
щую четверти окружности. 
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Залачн по механик», 

Задача подъ № 15. Опредъминь видь, какой должно имтъть 
однородное твердое эиьяо вралщеня, для тою, чтобы притяжене, 
дъйствующее по закону Нютона и направленное по оси вращенёя 
на матеральную точку, находлилююся на той же оси, было бы наи- 
большее. 

Пусть притягиваемая точка будеть 4, а обь вращевш имф- 
еть направлене прямой АВ; примемъ точку И за начало, & 
прямую АВ зв овь поларныхь координатъ. Означимъ чрезь ду 
эзементь объема, чрезь и его разетояше, отъ А— начала позяр- 
нЫхЪ координать, чрезь @ уголь, который это разстолые состав- 
ляеть съ осью поларныхь координатъ, чрезъ о—двугранный уголт, 
заключающийся между плоскостью меримана элемента 4 и плос- 
костью неподвижнаго мервдана. Если притяжене дфйствуеть но 
закону Нютона, то при означены чрезь м сплы притяжевы на 
точку А единацею массы ва единицу разетоянм. гакъ извфетно, 
сила, съ которою точка А притягивается элементомь 4, выразится 


чрезъ ь 42, & означенная чрезъ 4, проэкщя этой силы на ось вра- 


щен1я будеть равна 


а & бозбаю 


но 
до = бб аи 


ЧР. боба 949 
Интегрируя это равегетво во 1-х®} относотель $ оть © до 2, 
тдЪ г есть отношене езружноети къ маметру; во 2-хъ) отноеи- 
тельшо % оть о дот {уса вектора какой нибудь точки поверх- 
зости или линш, образующей тёто вращетя и вт 3-хъ) относп- 


потому 


тельно 0 от 0 до э› Вабдемз, что притащене, оказываемое веЗыЪ 


тВломъ на точку 4 по направаеню оси вращены, выразнтея 
ы 


2 
ти ‚ивы 008049 (1) 
о 
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& объемь тфла вращевя будеть равенъ 


на 


Ф= 


Я 

г 

= 6) 
{ 81049 (2) 

Такимь образомъ данвый вопроеъ разнозначущь еъ таким: 
найти 7 такую функцию оть 0, которая между данными пред- 


Ы : 
аами 0 в-о обращаеть въ шажшиии интеграль 


тЯт 8 008049 


> — 
эъага 


при условш, что интеграхь 


а 


1 < 
Г Зы 


Га 
дохжень имфль данную возичину5_, тавъ что 

п 

р 

хз 

= [; 59 (3) 
0 

тАВ чрезь К означена данивя числовая величина объена тЪла вра- 
жен. 


По способу Эйлера отысьаше такого относительнаго шахииитм 
праводится къ отыскавлю шахииии интеграла И 


УСозоВЫЙ > Зы 4) 


ЕДВ с-— постоянный множитель, который доженъ быть опрехёленъ 
такъ, чтобы уравнеше (3) было удовлетворено. 
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Тавъ какъ предфлы интеграла 7 (3) ханы, а функши подъ зна- 
хомъ интеграла не содержниъ производныхь у по @, то варашя 
$7 явтеграза У? (4) равна 


т 


2 
2— .[ (Созв = ср) бтдста (5) 
[0 


Приравнивая нулю варадио 17 (5) найдемъ, что предфльныя урав- 
нен!я не будуть ныёть мФета, а главное уравнене будетъ такое 
0088 + 1 = 0 {6) 
которая и будеть уравнешемъ искомой линш, образующей тЪло 
вращеня. 
Если въ уравнене (6) ‘положимь 0—0 и соотвётетвующее 
этому 6 значене у озвачимъ чрезь а, то получимъ 


1 

6с=—— 
— (т) 

и уразнен!е (6) приводится къ такому 
1 = а*0050 {8) 
изъ котораго слёдуеть, что @ не можеть имфть величанъ боль- 

т 

шихь-о., откуда звотвуеть, что кривая образующая — находятся 
вся по одну стерону прямой АД, проведенной чрезъ точку 4 пер 
пендикулярно въ АВ. Притагиваемая точка А находится на обра- 
вующей или на поверхности твердаго тфла, потому что углу 


9 = 2 соотвфтотвуеть т= 0. Изъ уравнешя (3) опредфлится @, 


& при извфетномъ а ураввене (7) сяужить для опредбленя ©. 

Вторая заращя $” получится непосредственно изъ первой 
$717 (5). Если примемъ во внимаше уравненя (6) и (7), то най- 
демтъ, что при данныхь предёлахъ интеграла 77, его вторая вар!а- 
щя 677 будеть равна 


а 


#7 = — =, | 1968) 9 (9) 
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Эта формула (9) показываеть, что, такъ какъ "ДНИ зелячова 
= ы 
положительная для всвхь значенй 6, между 0 и, 10 вторая ва- 


ащя 8217 величина отрицательная, а потому питеграяь ТУ {4} 
сафдовательно и интеграль { (1) имфеть шахноат. 

Сравияимъ теперь силу, еъ которой найденное т%10 притагиваеть 
точку 4 съ притаженемъ, охазываемныыъ однородною сферою та- 
кой же силы на точку, находящуюся также из ея поверхноств. 
Дая этаго вызисяинь по формудамь (1} и (2) объемь п силу / 
дзя найденнаго тёла п сферы. ВыЪетВ съ уравнешемъ (8) фор- 
мулы (1) и (2} дають для найденнаго тБха 


9 Аза’ Г + пар (16) 


Уравнеше шаровой поверхности радуса @и„ отнесевное въ по- 
лярнымъ координатань, имфющимъ начало на поверхности, какъ 
извфетно, такое: 

х = За, 008 


объемъ 9, этой сферы п притяжене {,, оказываемое ею, вычислен- 
ныя по формуламъ (1) п (2), будуть равны 


ор 


Такъ какъ сфера и найденное тБло имфють одинаковый объенъ, 
70 9—4, & потому 


&=а\8 


Ветавляя эту везичину @ во вторую изъ формуль (10) будемъ 
имёть 


Ата, 
Зы 
У 55 
Раздвачя ва это равенетво второе изъ равенетвъ (11), получимъ 


(2) 


откуда слфдуеть, что притяжен, окаяываемое однородною еферя- 
ческою массою на точку ея поверхяости относится къ наибольшему 
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притяженно, какь У25:3 пяв какъ 38:39. Этотф результать былъ 
данъ Гауссанъ. 


Задача подъ № 16. Вь вертикальной ялосности даны деть 
зиочки А и В (черт. 10); требуется найти тикую мибю, по ко- 
-х порой тяжелая точ- 
6. р ха, доиааясь от А к 

ЗА В в средъ безь сопро- 
Е | тивленя, прошла бы 
в5 наимемыисе время? 


\ ю Иеконая линия на- 

у Р зываетея бразиюсто- 
р 7: хроною или аншею 
И наискорюйииио сна- 


та. Пусть нскомая 
лива отнесена къ 
прямоугольнымь коорлинатанъ у и 2, у которых 3% 06 2 привятя 
торизонтальная зиня 0%, а ось у апийя вертякальная оу, пуБющая 
такое же направлен!е, какъ сизая тяжести, Пусть координаты дан- 
инхь точекъ будуть: (2, и) координаты начальной точки А ий 
(2,, у.) координаты конечной точки В, 

Если чрезь 29 озназимъ ускореше свлы тяжести, а чрезь И 
скорость движущейся тажедлой точки, то, кавь извфетно изъ Ме- 
ханики, время выразится интеграломъ 


Черт. 10. 


% 


— 
ФУ а) 
т’ 


причемь зависимость между № я у даетея уравнешенъ 
В" + Уфу) 


въ которомъ 8 есть качальная скорость и которое дифференда- 
руежо по характериетвьь $. 
Это уравневше приметъь вадъ 
Аа, +у—у {2) 
если положимъ 


— 283 — 


в 
2— 


(3) 


Въ семеи! 4ез ТопеНовв (22”° Тлэсов, 1806 г.) Лагранжъ, предпо- 
лаган, что тнмелая точка движется въ сопротивляющейся сред, 
рЬшаеть предположенный вопросъ, приводя его къ вопросу объ 
отвосительномь шла интеграла 


39 _ 


=, — 

1 Г“ У1 -% 

Уз 

который получится изъ интеграла # (1) чрезъ подстановку въ иего 
у У выфето 7; велфдетые чего подъ знакомъ Г содержатся 2 


и % производная отъ у, разематризаемой, какъ фувящя, оть 2, 


отличная отъ # и связанная съ нимь уравненемъ (2); предфльныя 
зе зваченя, кавъ самихь функц у в 2, такъ и ихъ производ- 
ныхь подъ знакъ И не входять. Но согласно примфчав, помЪ- 
щенному въ 4 $ второй главы, для рьшешя даннаго вопроса нЪть 
надобности приводить его къ вопросу объ относительном ттйвит. 
Мы язложвымъ его рёшен!е, приравнивая нулю, зарадио интеграла % 
У 1-4 
9 @ 


Ел у 


7 


у 


который подъ знакомъ Г не содержить предфльныхь значенй ни 
функшя 2, ни ея производной, и который позучимъ изъ инте- 
трала $ (1), когдь, ия основани уравнен!й {2) и (3) и на осно- 


. э- 4 
занш того, что У29 есть величина постоянная, поставимъ 2, -- 


9% 
Т 4 1 
и  еботь®тетвенно выФето ——, ^и-—. 
У’ Уз 


Прираввивая нулю вар!ацю интеграла и (4), опредфлаеную по 
но формулВ ((18), 2-ой $ второй главы], мы получимъ дифферен- 
бальное уравненйе, дающее искомое рёшеше вопроса. 

Согласно принатому обозначению 


У 8 (1 — =) 
а потому варащя би по формул [(18), 2-й $ второй гаавы] пред- 
СТАВИТСЯ ТаЕЪ: 


(6) 


а У а Е 
| : —&( ия = 
2 92° Уи) 
‘ ах 


Эта варащия чрезъ подетановку въ ез предфаьную часть 5 — Ч 


выфето 82 приметь такой видъ: 


(6) 


Тавъ жакъ начальная п ковечная точки заны,—то варащи 6 
и А2 пря предфлахь пнтеграяа 2, и <, равны нулю, вслфдетве 
чего предзльная часть варащи 6и нечезаеть п предёльныя уравнеша 
не будуть ныть м%ета*), остается одно только главное уравнене 


*) Если бы бызо дазо, что вачальвая и конечная тозкв Ан ивходатся 
ны двухъ данныхъ кривыхь, тогда предфльныя уравнев!я изъ предфльной части 
вари @ы (6) получатся такивъ образом. Тавъ вавъ ло формуламь (8) 
42 ра иа/ 4#\_ > 
Ре ы 8" ( 1), 5+ (1+ =) У2& ппрехьльная часть 
заращи ды (6) приметь такой видь . 
19 


у [- 
47. 8 9: 
8, 92 
27 У (1 - ) 


интегрироващемь котораго получается некомое рёшеше предло- 
женнаго вопроса. Велёдетые того, что подъинтегральная фувехя 9 


92 : : 
(4) содержать только 2 пу_это уравнеше, нз основанш формулы 


[(56}, 6-1 $ третьей главы], приводится къ такому 


42. 42, 
82. Ра А а + я 2, 
У2а уз 
или 
ато 49 да, + Ел Аа 
-—__щ (=) 
У 28 
. 42 а 
Такъ кавь на освоваши формулы Эт жа» . Поетавииъ въ посафдиее 


выратене (№} выфото варалИ Пл, и 22, равныя имъ величивы въ предёль- 
ныхь значеняхь у, принимая во внимане при этой подетановкв сафдуюние 
два случая: 1) хода тяжелая точка при при начахё хвиженя въ тозЕЁ А 
находится вт, покой и 2) когда тажолая точка ири начал дьиженёя въ точ- 
в А выботт, нолольную скорость 5. Въ первомъ сзучзЪ, таяъ ваБЪ 2=у- у, 
и 4, =0 то 42.= Ау,— Ду; подетаваня эти величикы вар1ащй предфль- 
ныхъ зпаченй 2 въ предфльную часть зарин 6% (Е), найдемъ, что въ пер- 
зомЪ случаб предфльная часть вамаци Фи будеть такая 


Фи. лу, а ду, 
МЫ _Выиыык . в) 
За У — т 


Во второму случа, такъ канъ 2э=у, будеть Ля, =Ау, и Ла,=Дуз; ветав- 
лла эти величины варащй предфаьныхь значензй в въ предфльную часть 
заращЙ @и (27) найдем, что но второмъ случа предёльная часть варещи 
$ такая 

9 
в, Эа. + 22 9; 
У 2 У2а 

Положимъ теперь, что начальная т095а искомой лин!и находится на ври- 

вов САХ (чорт. 10), которой уравчеше у=2 (2), а конечная точка искомой 


(в, 


ди 

1 - 9х 
р /2а 42 
у. у у: (1 + 5) 


въ которомъ а произвольная постоянная и которое посл приве- 
деня приметъ такой видь: 


жинти на крязой ЕВЕ, которой уравневе у-==И,(2). Пользуясь зиакоположе- 
ыенъ Лопранжа для ибозначен:я производныхь будемъ нифть 


5, — В®) 9, = Ра, 
ие м-р, 


На основанш формулъ (С,) (6) и (Н) будемь инёть: 1 
1) въ томъ случай, когда тяжелая точка въ начоз% двыженя БЪ 1035$ А 
находится въ поЕоф, прелфльпыя уравнев{я будуть тая 


ра 


й 4} 
1+ Ро Е.) 1+ г 2,(1)=0 (к) 


Изь этого уравнешя слёдуеть, что Е’ (2 = Е", (#1), т. в. дв ввеательный 
проведенныя въ точкахь А п В, въ даннымъ кривымъ, между собою нарал- 
лельны и нскокая лишя пормальна къ той ЕВЕ кривой, на которой нахо- 
дитея конечазя точка В. 

2) Въ тожь случай, вогда тяжелая точка вЪ нача движены въ точЕ® А 
яифеть лачальную скорость В предфльных уравневя будуть тавёя 

- таро + до < 

Эти уравнен!н показываютъ, что певомая лишя перпеадикулярна къ вая- 
дой изъ данныхь кравыхь, 

Предёльных уравнения (Б,) зуфет съ ураввешами (9,}, точяо тавъ же, 
какь предфльныя уравнении (К.) высот съ уравненяив (9:) служеть дая 
опредёлен1я пронавольныхь постоянцыхь @ ий. 

Что же касается до знака иредфльной части второй параде 2, то овре- 
длене его Возножно только тогда, когда будуть нзвфствы фувкизи 2, (2) и 
22}; тогда хзя опредфлензя зпава продёльной засти второй варацщи будеть 
служить то однородное дифференщальное выражен втораго порядва, кото- 
рое получится зарироващемь предёьной частн первой зартащя ды ва осно- 
зави форнуль (Н) (Ки я (К). 
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откуда 


[м 


Такъ какъ радикал \У2а—= не можеть быть мнимой величиной, 
10 2 не можеть быть боле 24, потому всегда возможно положить 


= 8(1— 063$) 
Вставляя эту величину 2 въ урявнеше (7), будемъ имфть 
9х == а4(1— 689) 
Ивтегрируя это уравнеше, получим 
2—4 =4($—89) 


тхВ В произвольная постоянивя. 
Тавимъ образонъ искомая лия выразится уравненани 


Яя +8 =а($— 813) 2==04(1— 068$) (8) 


и, кавъ изьфстно, есть циклоида, которой основаше находится на 
торизонтальной дин, такъ какъ за 066 % прината горизонталь- 
ная лин. Чтобы уравнене (8) выразить въ у и 2, стоитъ только 
во второе лзъ нихь выфето 2 поставить его величину нз основа- 
вш формулы (2). При этой подетанове? елфдуеть принять во вЕи- 
ине два случая: 1) когда при начав движеншя въ точЕЪ А дви- 
вущаяся точка находится въ ноков и 2) когда пра начахВ дви- 
женя въ точкф А движущаяся точка инфетъ начальную скорость В. 
Въ первомъ случав В-=0, а потому из основан второй изъ 
форыужь (3) сяЪдуеть положить 2, ==0; ведфдетме чего формула 
(2} въ первомь случаЪ деть для 2 таьую ведичиву: 


#—у—\ 


Поэтому уравненя (8) въ у и 9 въ первоме случа предетаватся 
такъ 


у = 41 —089) 2—в +4 — (93—69) (9,) 
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> 8" 
Во второмъ слузаз В* = 299, отр =. Эта фориула и 


зторая изъ формуль (3) приводить къ заключено, что 2, == у, & 
потому формула (2) во второмъ случаф даеть для 2 такую вели- 
чину: 

2—9 


Поэтому уравневйя (8) вь уих во второмъ случа нредставятея 
такъ: 
у-=а(1--С08$) я— +1 -==0(9—8#%) (9, ) 


Такъ какъ въ томъ случа, когда въ начал движеня въ точкВ 4 
тяжелая точка находится въ покоф, #=у- 9, и 4 =0, 10 
2, =у.-—%; поэтому въ этомъ случа6 для опредбленя произволь- 
выхь поетознныхь @ и й въ уравнене (8) выето 2 и х слёлуеть 
поставить сперва биз, а потомъ у,—9, и %,, тогда получится 
четыре уравнен!я, служапия дая опредфленя а п №, а ткже ф, и 
Ф,—значенй ф, изъ которыхь т, соотафтетвуеть точЕЪ 4, а $, 
точкв В, Въ томъ езучаЪ, когда въ назаль движеня въ точёВ 4 
тяжелая точка имфеть начальную скорость В, тогда г = у; поэтому 
д =: & =, и вЪ этомь случа для опрехфлея произволь- 
ныхъ постоанныхь ий въ уравнеше (8} выёсто $ и  стВдуеть 
поставить сперва у их,, а потомъ у, и я,; и тогда позучитея 
также четыре уравненя, служения дая опредфлен а, #, $, и $.. 

Такъ кавъ прехблы ивтеграла # (4} и предфльвыя значен!я функ- 
щи 2 даны, то вторая зарашя 6%и по форхузанъ [(78) и (19), 
4-й 6 четвертой главы] будеть равна 
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& потому 


а по формул [{80), 4-й $ четвертой главы] и на основан урав- 
ненйя (8) ‘функщя С равна 
Е=Ь ш" №, ® 

_Есяи будемъ лифференцировать уравневше (8), разематривая х, 

какъ постоянное, & д, ху аи, какъ перемфнныя, то будемъ имфть 
4% = ($— Эта -- 1—0) 
4: — {1— Созф)аа +- абидо 
исключая $, похучимъ 
(— 0089) 4в = (2—2 09— ф.бв)да -- Эычай 


вали 
.`Ф -Ф_$ $ Ф 
8 =. м2 (и -э сы) 00 5-4. 


Полагая сперва 9% = 0; потомъ да =0, выведемъ, что 


(1 $ о Г) = и 


ва 
отьуда 
42 _ 9-5 а _ 1 
447  а(Г бою) дах (1-08) 
А потому 
в= (+ с $) сн = бы № РС 8) 


аг —_ #9 
а  в(4— 008$)" 


. г 
Изъ втихъ выражен й Г п савдуеть, что. дробь. бе ©б- 


ращается въ безконечность дзя везхь значенй ф, завлючающихся 
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ар 
между 0 в п; & такъ кавь производная ЗЕ остается величиною 
*(=) 


конечною для вефжь значенй $, то вторая варащы 6% (10) сох- 
раняеть величину конечлую для вефхъ значенй р, заключаюхихея 
между 0 и т, или для зофхъ значен +, которыя разнятся оть 2, 
на величину, не большую ат, такъ какъ значешямъ $, равнымъ 
Оят, соотвфтетвують значеня х, изъ которыхъ одно равно #2, — , 
з другое равное 2, —й -+ ал. Откуда слёдуетъ, что для вофхь зна- 
чешЙ х, заключающихся между предфзаии ®, и %,, которыхъ раз- 
воеть не боле ат, вторая вармщя 8% (10) пыифетъ знавъ, одн- 
р 


Ч 
наковый съ зпакомь производной —7<_; но эта производная ве- 
*(1.) 
-. © 
би 
личана положительная, такь ха она равна ———. Такимъ 0б- 
у2а 


разомъ ордината цикловды, выражаемой уравнешами (8), обра- 
щаеть интеграль % (4) въ шшНииш, есян разность между его пре- 
дфлами не болфе ат; другими словами, между двумя данными точ- 
ками, находящимися подъ горизонтальной лишей, проходащая чрезъ 
нихъ циклоида, которой основане находится на горизонтальной 
лини, будеть брахистохрана, если разность между абециссаии 
двухъ данныхь точекъ не бодВе подовины основана циклоиды. 
Задача подъ № 17. Найти эдтёвит интерала и 


и =] (0+ 1% (г) 
-] 


. 
хоторый взята между 1, и, двумя значенями времени # соотвтьт- 
ствующиме двумь даннымь положешямь системы и в котором 
4005 знаком р П есть данная функия оть прямоуюльныхе коор- 
динать 2, у, 2, не содержащая # явно, % 

т 5 (4 а) *) (2) 
4д% т есть масса каждои точки системный 


*) Дза краткости письма опущевъ указатель м при 2, у, и %%, по кото- 
рому и происходить сункироваше, озназенное чрезъ > иподъ которымъ сл} 
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Если эъ формузв [(8), 2-Ё $ эторой главы] положимъ з == Зы, 
те можемь суммироване по 3, замФнить суммироващемъ по под- 
разумваемымъ при 2, у, 2 указателямъ и, разяфляя всф у на три 
тавя грушпы: 2, у, йа, въ которыхь указалель и ееть каждое 
изъ цфлыхь чисель отъь 1 до М, Имфя это въ виду и замфияя 
перемниую незавясиную х на #, найдемъ, что варацщя би инте- 
трала и (1) будеть такая: 


рт | еше) + 


4 [о % вы (=> #4 + (= — | & 


Такъ какь два положены системы начальное и конечное даны, 
те при предёдахь интегралы % (1) 


[2 4 42 
Ари, 49 ди, и 03) 


Подставляя изъ этихь равенетвь везичины 6х, бу, 68 зъ предбль- 
ную честь варащи 2и, получимъ 


& % 
о д ап 6) ЗИ СХ 
ди [пу = х (а ти) (5, =) 
ы [ | чу 
ЗП 4’ 
= (щ—"ч,)|* 


Прираввивая эту варацио бы нулю и имбя въ виду, что варащи 
6, бу, #& между собою независимы, получим 


/ от —=0 (4) 


дуетъ разумёть каждое нов цбзыхь чисезь оть 1 до М, числа воть точевъ 
системы. 
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ап _ а _ а ву а 


эти уравненя, какъ известно, суть урзвненя двяженя, 
. 95 
Унножая цервое изъ уравнен! (5) на > второе на ЕО третье 


#2 
Наций пехларывая получану 


ап аг 
жж #=° 
откуда 
Н—Т=в 


тд й— производное постоянное; поэтому уравнен!е (4) приводится 
къ такому: 
& 
[аи О иди #(84—61,) =0 
ь 


изъ котораго сябдуеть, что 


такъ какъ № не равно пудю. Поэтому первая зараща фи равна 


& 
би х| 6% 0 в 7 #9 ап в -_ 
пав)" Ата 
1, 


г (6) 
‚ /4П = 

— & (4, — а) |= 

Такъ какъ предфаы интеграяа % (1) ве даны, то для опредфлешя 
знава второй зараци 6*и мы не можемъ пользоваться формулою 
[(59), 3-й $ четвертой главы], а должны зывестя формулу второй 
заращи 97, служащую для опредфяеня ел знака *). 


*) На томъ же основан и точно также мы должны постуинть при рЬше- 
и задачь подъ №№ 18 в 19. 
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Тоть зыводь, поередствомь котораго полузаетея формула [(12), 
1-й $ четвертой ‘гзавы] на основаши формужы (6) и уравнений (5) 
приводить къ заключению, что вторая варащя и равна 


р: п О 
$и-= еь [С 0,4 р по се ат (=) м 


й 


ап ат 4 [48 
Е у = дез бр 2" (4) а 


Зы ть 9 (| 


(7) 


Чтобы пошучить формулу второй варйащуи $*и, служащую для опре- 
дьлешя ея знаки, мы поетавимь въ формужу (7) выЪето 6, бу, се 
линейных функ отъ новыхъ перемфаныхь х, которыхъ коэффи- 
щенты опредфляются точно такимъ же способомъ, какой быль 
показанъ въ 1-мЪ 6 четвертой главы, 

Означивь чрезь с, одну изъ произвольныхь постоянных, ко- 
торыя входять въ 5, у, 2 только вояВдетые интегрирован урзв- 
ненй (5), составимъ выраженя 


Ха, Аи АЕ © 

а а 
въ которыхь #,„ произвольныя постоянных, не содержанцяся ии 
въ 2, у, 2 ни въ уравнешяхь (5), и--означаеть каждое изъ цф- 
лыхъ чиседъ отъ 1 до 3, за означаеть каждое изъ дфзыхь чи- 
челъ отъ 1 до 6М, Выражеше (8) суть рёшешя дифференщажь- 
ныхьъ уравнен!й, которыя ца основанш теоремы Якоби (журнахь 
Ереля тонъ 17) получаются изъ уравнен! (5) точно также, какъ 
въ 1-мь 5 четвертой главы уравневя (17) изъ уравнев!! (8), Тже 
выражены (8) могуть быть представлены тазъ: 


чрезъ перемвну а ня  сотьблеквевио нда и у. 
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Интегралы уравнен! (5) м, 9, г, говоря вообще, еуть функщи 
между собою независимых, постоянныя #,„ вполнЪ произвольныя 
величины; поэтому этимъ постояввымь всегда могутъ быть даны 
тая величины, что опредфлитель Д оть 9М? величниъ (8) или (9) 
не равень нузю; ва этомь основав и воегла можно выразить 3М 
варащи де, бу, 62 въ линейныхь функцыхь оть перекфнныхт не- 
завиеимыхь т, или т, взявъ количества (8) илн (9) га коэффи- 
щеяты этихъ перемзнныхь: тогда будемъ вифть 

%=, Хил, бу, Ули, ва = „Я, 
(10) 
д%=У,Хл, ,бу=х, Ул, ‚в == ,Йл, 

Поставляя эти величины бл, бу, бе, во вторую чаеть равенства 
(7), будемъ имть 


ь 
Фи [эй 
Й 
&П ап 
9-Енз, [ 2, +, [= Хе 
а, __а/ ахы 4 
в и 4 )| Ут, | а 
Пи, 2 („4% 
ар дв в(= & |-- 
хи _ [п пу. 
ЧБ, [бл каму, 


т. _@ („ал 
аду в” } 


Т® преобразоваша, посредствомъ которыхъ въ 1-мъ $ четвер- 
той главы изъ формулы (48) позучизаеь формула (51) приведут 
выражене д (11) къ токому 


. а: 4 
= т С м 
& 


(2) 


= #0, Х, т) (Е, У, т, (5, 2, т, ] 
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Подставляя это выражене д (12) въ варащю 2% (11) и полагая 


ЕЯ, Х,б, Х,Ы, дез, У, бе, У, 
47, ат. . и 
хех, И 
будемъ имть 
р ь 
и | тЁйе + пбу ч Еаа) Г зи (е-нич- 0) (14) 
& ы 


Докажемъ теперь, что первый членъ второй части этого равен- 
ства—разенъ нулю; для чего дифференцируемь по с, уравнене 
П—Т==8, выведенное изъ уравнен!й (5), умножимъ эти производ- 
ных на &е, и возьмемь сумму произведен, тогда получимъ 


ап | а ап /_ 4 ап /. 4 
> и) (ве в.) 


но это равенство при каждомъь изъ предёловь интеграна м (1), 
обращается въ такое 


&, 
ап ап ап 42 43= ду9ду ага 

[ ув [5 Е и в: |005 
Л 

такъ вакъ изь формулы (19), выведенной при доказательствв спо- 
©0ба Лагранжа и выражающей свойства варйащ предёльныхь 
значенй искомыхь фунёцй, обращающихь интеграль въ шаха 
или шииаю, сябдуеть, что 


Дифференцяруя по с, уравнеше П—Т==й, умножая эти произ- 
водныя на произвольныя постознныя Х,„ и взязъ сумиу произве- 
дев, подучимъ 


п 


в 


ау 


тах, , дат, , вар, о 
аа ‘Фе аа | 


= [щх, 1 


Всафдетые этого уравненЁя, равенство (15) обратится въ такое 


когда въ равенство (15) выфето ди, бу, би, постанимъ ихъ вели- 
чины изъ формужь (10), принявь во знимане формулы (13). 
Ееди уравнене 


& 
[= п (тя 0 
я 
умножимъ на $ и применъ во внимаше формулы (3), то получить 
& 
/ Ут(Евт -н тву-- 82). 
& 


Такимъ образонъ 
ь 


ба] ХЕ де 0 (15) 


й 
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Формулы (18) и (10) даютъ 


485 ах, 142 ах, 140, 
: в. [Ру ах. рат." 
„ах. тар» ` 
Вай, 
аи 47, 1 40 Я, ар, 
1— —. [р рах, —ф рат. ат) 
ду, 142, 
ра“ | 
458 „19, 42, 1 ар 
— 4% [2 фах а рар 
42, 1ар 
р, >] ] 


Формулы (16) и (17) пряводять къ заключению, что ЕЁ, 1, 6 не 
обращаются в5 со, & потому вторая вара 2*и (16) имфеть ве- 
личину конечлую для вофхь значенй $, соотвётетвующихь тВиЪ 
значенныь 2, у, 2 при которыхь опредфлитель №) не обращаетев 
въ нуль. Этимъ услошемъ опредфляютса предфльныя значения г, У, 2 
и соотвфтетвующия инф &, и & предфльныя значення {—тавя, что 
#— 4 есть наибольний изъ тхъ промежутковь времени, вЪ вото- 
рыя вторая варащя 6%%’(16} есть величина конечная и подожи- 
тельнан, в потому интеграль и (1) имВеть шиитит. Такимъ обра- 
зомъ предаоженный вопрост приводить къ такой теорем}; Если 
два данныхь положеня системы матеральныхь точень таковы, что 
опредъяитель Г) не обращается въ нуль для сопть т, у, 2, закаю- 
чающится между тъми, которыми опредпляются два данныхь по- 
ложещя системы, то при предилажь интещала и (1), соотвът- 
ствующихь такимь двумь данным положешщямз системы, функши 
2, у 2, опредьляемыя уравнешямы двиокеная (5) обращають инте- 
зраль и (1) вз тимтиии, при такомз измънени еб предтловь, что- 
бы ить вари были равны между собою. 

Теорема обратная той, къ которой приводить предложенный 
зопросъ, состоять въ слфдующемъ: В движении системы мате- 
лальныхь точека, налодящился подь дьйстеиемь силь, которы 
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нкивя П отё координат <, у, 2, не содвржеить явно времени 1, 
2 ЗУ р 
ь 


тель | —= ТУ, который взять относительно & между. пфе- 


делами Е, р + ц в5 котором, подв знаком р фунишя Т есть по- 
довина живой силы, импеть петйтини при услови, что начальное 
% конечное положенея системы, которым соотвитетвують 4 и Ё 
даны и что варилйи предълову & и 4, равны между собою. 

Этою теореною нашь геометръ Остроградеый въ своемъ ме- 
муар: биг 1е5 вацабона ЧШегепиеПез тез уез зах ргоётез дез 
Ззорегипейтез (Метотев Че] Асаделне 4е Завсё- —_Ребегзойга, 6-е 5е- 
ге, ваепсез шаёешаМЧис$ её рВузЧиез, $, 4) ") предлагаеть зам$- 
нить Лагранжевь принципъ наименьшаго хЬйстыя, который со- 
ставить предметь слЬдующей задачи. Доказывается эта теореиа 
такимъ образом: Условя, которыми опредфзяется эта теорема, 
выражаются уравневяин движеня 


. 

а нано ыщь 09 
и разенствами 

$ = 8 (19) 

ы р ь + ро а 
Дааа о, [ео зу, [о [мо #е=0 (20) 
тд 

== бы, = +, мик {21) 


Умножая уравнез!я дввженая (18) соотвБтетвенио на Ах, Ау, №2 
я взявъ сумиу произведенй, получимъ общую формулу Дпнамивн 


(1 аи аи Чат 4-9. Ау + 914.50 
а 47 ау Ау @ А#—т ан }= 6 
Такъ какъ 


*) Въ этомъ мемуар Остроградскаго ничего не говорится о варащяхь 
времени пря предфлакь интеграла %{1], твЕЪ кавх вашь геометрь не пряни- 
наеть въ разсмотрфв:е того, 70 относится въ предфламъ интеграла м (1). 
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ап ап ап ап 
5% Арду лу вм) = ж% + $ 
И ТАБЪ КАкЪ 
Чт. -- Фу.Ау-- Фа.Аз = в(45.Ах + ду.Ду + 42.42) — 
9х ‚ 4 Аб, 4 45 и, 42 
: 
& (= на 4$) а а т 4 


то общая формула Динамикъ представатся такЪ 


п-т" (а 22, би би, 4 а) 


Г ЗИ ЭМИ 


4 а 4г\ ай _а[ 
чт (= а) & = он ( Ву, 2ы)| 


или 


ви-т, 4% _ 
$1 -н т) в Я+Тц= 
(22) 


если похожинъ 
_ 1 47’ 4’ а 
тэ [№ (== г] 
Всёдетые уравненйй (18), какъ нами было показано, будемъ имфть 
травкене 
П--Т = 
кд й— произвольная постоянная; изъ этаго уразненя получается 
такое 
` таб = (п гай 
и равенетво (22) сдхается такимъ: 


апт] = ТП бп ть = 


(28) 
4 


#5 4 42 
[2 (д -- 9 -- ты | 
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Если это уравнен!е умножимъ на 4 и проинтегрируемъ по # между 
и, будемъ ныфть уравнене 
ь ь 
А И я [2 Е ‚ 4 
8 [а --ти =ма в) [="(% А лу) 
& % 


которое всяВдетые равенства (19) и (20) приводится къ такому: 


ь 
за тео 
& 
4, 


ь 
Это уразвнеше при опредфаеви знака второй вараци $ [петь 
& 
совершенно такомъ же, какое было изложено при рёшенн пред- 
доженнаго вопроса, приводить къ заключеню, что при уеловяхъ, 
ы 
выражаемихь равенетвами {18), (19) и (20), питеграль [ (7-1 
& 
имфеть шшниишт; причемъ предполагается, что насчеть произволь- 
ныхь постоянныхь, входащихь въ опредфтитель Г), выполнимо то 
усзове, чтобы этоть опредфлитель 7) не обратился въ нуль для веЪхъ 
значенИй 5, у, 2, заключающихся между тфыи, которыми опредвлаются 


два данныхь положешя системы матерлальныхь точек п которымъ 
1, 


соотьВтетвують & п &— предблы поторааьД-- 


Задача поль № 18. Найти тийтит интерала и 
& 
и= [ та (1) 
В 


хоторьй ввятз между {, и {,, двумя значемями времени {, содт- 
вътствующими двум даннымь положещяиь системы матераль- 


нытё точекз и 65 которомь 
20 
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„(ии )° @) 


при усло, что функции т, у, 2, обращающия интезраль и (1) 
в5 тритиит, должны удовлетворять уравнению ` 


| (8) 
зд П есть функшя силе, которая содержюить ш, У, 2 м 85 хото- 
рую че входить явным образом: время & ®— произвольное постоян- 
ное, не поддежюалщее нищажому пзмъменио; варащи же 1, у, # 
должны удовлетворять уравненю 


п 


{4) 


По способу Лагранжа, отыскане относительнато шаирии инте- 
грала и (1) приводится къ отысканио шииипи антеграна И” 


ре 
2 [2 пт (5) 
: 


й 


тд ^ множитель, который слфдуеть опредфлить, какъ функшю оть 
2, у, г, помощю уравненй (3) и ТЬХЪ, которыя вытекають изъ 
уравнены 27 = 0. Полагая $ = Зи, мы получимь варащие 2’ 
нзъ формулы (17), выведениой прв доказательств» способа Лаг- 
ранжа, если замфнимъ сумнироваше по $ суммированюмь по под- 
разунВваемымъ при х, у и # указатезянь м, раздфлая веф у ва 
три таыя группы: я, У, #,, въ которыхъ указатель № есть к 
дое Цфлыхь чиеель отъ 1 до М. Имфя это вЪ виду, замф ная 
перемфиную независныую х ва # н привимая во вномаве фор- 
муды (2), (3) п (5), найдемь что варащи 2’ равна 


*) Черезь ж озвачена масса каждой точки сиетены; для вратности инсьыа 
опущень указатель м при 2, у, 2 и т, по которому производится означенное 
чрезъ > суммнроваве ни подъ воторымъ слфдуетъ разум%ть каждое изъ иё- 
лыхь чнеель оть 1 до М—чнеша иатеральвыхь точевъ системы. 
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$ = тина и. 22) 


р Ц оп ие. 
(м а и ин 


& 
Это равенство приводится къ такому: 
[22 
у ь а [«-» г] 
ап . 4 
2т— [зауми [> | в 
4 & 
(6) 
@у 
а... 
а & у я т & & 


такъ какъ назальное и конечное положеша снетемы даны, 8 по- 
тому 


# 


2 & Е 
. Че й "4х. р 
= (дн+ =) = [== (ва --) = о 
ы О 
и, м) 
лу (у м) = о [ъу= (ду и) ор @) 
е & и 
[= /{ша- =) = [= (вече) = о 


Полагая СИ’ 0 получим 


ь 


[азота =о 


20* 


-32- 


(8) 


=” 4 ^ 
: . ‹ 42 4у 4 
Еслв умножимь эти уравиешя соотвётетвенио на ТЫ 
зозьмемъ сумму произведен, тогда, сдълавь приведене и при- 


. ап _ ат 
вявъ во внимане, что =: =—=->_, получимъ 


& &’ 
4-2) _ , 
{1-20 — 
откуда 
- 1 о 
1=5-м 9) 


гдв С-— произвольное постозиное. 

Вставдяя въ это уравнеше (9) ПВ выЪето Т воелЪдетые урав- 
нен!я (3), будемъ гуфть 
1 с 
= 9) 
Эти уравненя (9) п (10} выбетВ съ равенствами (2) и {8} елу- 


1 
жатъ въ выводу того, что => или 


1-2=0 (1) 
Въ самомъ дьзЪ, относительно произвольнато поетозннато С 


возможны только два предположен!я: 1) или С=0 или 2) С есть 
величина, отличная оть нуля. Докажемт, что при каждомъ изъ 
: 1 

этихь двухъ предположенй ^=5. 
Ест С-=0, то каждое изъ двухъ равенетвь (9) и (10) пряво- 


й 1 
дать къ тому выводу, что ^ ==. Вели С ие равно нушю, то ра- 
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венства (9) п (10) приводать къ тому заключена, что Т ееть 
функщя оть 2, у, 2, не содержащая # явно, & потому 
@Т __ (ата ата ‚4142 
& Фи 49% а 


Съ другой стороны, всафдетие формулы (2) дифференцироване 
Т по & даеть 


& а‘ и #® 
Таким образоцъ мы получаемъ равенство 
атак атау ата _ „(ев Фуду , Фааг 
#®” ву #2 "\ ти та ‘тм 
которое есть тождество и которое поэтому приведять къ закаю- 
зеню, что 


47 ут "(ле 4уау =) 


аг 4'т 41 ду аг 44 

=" а’ ау" а а=т е из) 
Дифференцироваюе уравнен!а (9) по каждой изъ перемфнныхь 
2, у, 2 дветъ 


аг аг ат 

во био _ба 

2 За 24 2 
Замфняя въ этихъ послфднихь равеветвахь производные #1 т, @т ат 
=, ду’ 


45 [8 4 
соотвЪтствевно па #2 т;, Фу, Ш т, Ва оспованш формуль 


(12), иыфемъ 


Е 49 4 . 
дб лага _ "в (13) 
д О ЗЧ 91: 4 ЭТ," 


Дифферевцироваве уравненя (10} по каждой изъ перемфивыхь 
2, у, 2 даетъ 


с с@й ап 
д “№ @ в м_ (14) 
а ПВ ау и а ИЛ 


рав сравиниь формулы (13) в {14), пыфа въ виду, что П—#=Т 
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. 1 ` 
и исключая, какъ невозможное, то предположене, что = =0, 


т 
находимъ 
‚ (ап _ аз аи _ а, пап =) 
(4-4) < (, "0, (4, 2 тя о 


Эти уравнены при предположени, что С не равко нулю, пряво- 
датея къ такимъ 
ап „22 ап 49 ай 42 


"= =0, УЗЫ = т дь=0 {15) 


@& 
Вычитам второе. изъ уравненй (15), умноженное на; а 18ъ пер. 


@ 
заго, умноженнаго на 9, получамъ 


& 
а04у _ аа 


Ее ЕЕ 
ау _ аа 
жи ам 


1 (16) 


Вычятая второе изъ уравнешй (8), умноженное в ‚ изъ пер- 


@ 


ваго, умноменнаго на м, поел приведенн получимъ 


Феи х 7) 
Изъ сраввен!я двухъ формуль (16) в (17) сдвдуеть, что 
А 


=_= 


^ 


1 
откуда А = =. 


Тавимъ образомъ доказано разенство (11), изъ котораго ед$- 
дуетъ, что произвольное постоянное С’равыо кулю. 


‚ Ееди Х = то уравненя (8) обращаются въ уравневя (15), 
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т. е. тВ уравневя, изъ которыхь опредваяются фунецн +, 9, 2, 
суть уравнешя движеня. . 


1 
Такъ какъ множитель /, равный -5, ие содержить 2, у, 2, то 


изъ формулы (21), выведенвой при доказательств способа Лаг- 
ранжа, саблуеть, что $ =0, потому и 812%} = 0. 

На освовани формулы (6), уравнений (15) п равенствъ 1—2 =0, 
$(—2^) =0, тоть выводъ, посредствомъ котораго въ }-мъ 6 чет- 
вертой главы получается формула [(12), 1-й 68 четвертой главы, 
приведеть къ заключению, что вторая варак!я 57 равна 


Е та ты 4. (6%) | 


гп, ап, Фа, а ам 
те ть 2" (#19 


ь 
"[, [90 &:П ап, (2 
== {2 [5 6-Я ау &#— 4 т (=) 
& 


ТВ преобразованя посредствомъ которыхь въ задачв подь № 17 
изъ формулы (7) получияаеь формула (14), приведуть формулу 
(18} въ такой: 


% 2 
$ "| УиЕба = бу = (94) [ты 1-84 (19} 


ГВ 


(20) 


5.522 ‚9%, 140, ‚4х, 1 4р,, 
ы @ ра ра, } 


^ #& ра & Па, @® 2а2, 
ы РИ ” (20) 
т, а 
. 2,2, 
42,1 40 42,1 ар 42, 1 ар, 
—3 [ры рр" 


Еели уравненше П--Т =й, выводимое, какъ показано въ задачв 
подъ № 17, изь уравнейй движеня (15), продифферендируемъ 
по с, унножимъ эти производных соотвётотвенно на произволь- 
выз постоянныя Ё,„ в возьмемь сумму этихь пройзводвыхь, то 
подучьь 

ап ап 4т4х, , Ч4У, 9292, 
[&х.- т 2—2 вата ")] ы 


Ветбдетые этого уравнена, если въ равенетво (4} поставимъ выв- 
сто ду, бу, 62 ихь выражены, которыя, какъ показано въ задач» 
подь № 17, опредёляютса формуламл 

=, Ху Хх Ит,, в= 5, с, 


Ты 
то равенство (4) приведетея къ такому 


2, 4, \1 4, _ 
5, [в (х.- ЧЕ 2.) | 


=» (+ ии мо 


Если умпожниъ это уравнеше на 64, то на основав формуль (7) 
й [ ь | $, 


я _ ри _ ау Г га 
[= [а] у Пе 28, 


& Н а & 
де | Еь м, [ [& ь 
[2 а не 88, [8 же 


будемъ имфть 


(21) 
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ь . 
[еечвае = яду = 82) =0 
* 
а потому 
ы 
деи [ве + 4-3), (22) 


Ееаи въ функщи подь знакомъ Г во второй чисти равенства 
(22) некзючимъ одву какую нибудь изъ провзвольныхь переми- 
ныхь &, и, © то функщя подъ звакомъ [соль дифференщаль- 


Е0е выражене, которое относительно произвольныхь п негави- 
самыхь между собою перемённыхь будеть однороднымъ втораго 
порядка п изъ котораго сдфлуетъ, что вторая вара $ У/’—веди- 
чина конечная и положительная, а потому интеграль ТУ (5) и 
сябдовательно интеграяъ дёйствя и (1) будеть имфть шнйшиш для 
вефхъ значешй #, еоотвфтетвующихь значенямъ 2, у, 2, при ко- 
торыхъ опредфлитель 2} ве обращаете въ нуль. Этимъ условемъ 
опредфляютех предЬльныя значения т, у, 2 и соотвфтетвующия имъ 
Ь и &— предфльныя значена времени #—таыя, что &—& будеть 
наиббльний изъ тёхъ промежутковъ времени $, въ которые инте- 
траль дьйстыя имъеть тиши. Такимъ образомъ предложенный 
вопросъ приводить кз такой теорем®. 

Если два данныхь положеня системы матетальныхе точек: — 
знаковы, что опредъаитель Р не обращается в нуль дая всъть 
значе ©, у, в, заключающиится межюду ттми, которыми опредь- 
ляются два данныть положюеня системы, то при предълать ицнте- 
зрала дъйствя, соотвттствующихть такимь деумё данным поло- 
жешямь системы, функии т, у, г, опредъляемыя уравнешями дви- 
женщя, обращают интефаль дъйств я вз ттт, при услови, 
что эти функ ©, у, 2 удовлетворяють уравненйо живыть сил 
П—Т==й, а м0 вараии удовлетворяютз уравнению 6П==5Т. 

Въ случаЪ, когда система состоит изъ одной тольго матераль- 
вой точки, вторая варац!я 5*/ будеть такая: 
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мы за (23) 
а уравневе (21) сдфлается таквмъ: 
2 Чу, 48 о 
Е жи [4 & 0 (24) 


помощро котораго мы исключимь одну изъ перемфнныхь —{ н 
поставииь его выражен во вторую часть формулы (23), тогда 
получимъ 


4’ а Ч 42 9 42 
ии [| [См г): (© 5-9 пака 65 
а ай а 


Теорема, обратная той, къ которой приводить предложенный 
вопроеъ, состоять въ сахующемь, 

Вз деиоменфи каной нибудь системы матеральныхь точек, наго- 
дящихся 10д5 дпйствемь силь, которыхь фушиия П от т, у, 2 


не содержить двно времени &, интераль, „ата, хоторый взять 
ь 

относительно $ между &, 4 Ь ч в5 котором Т есть половина жи 
вой силы, инъете пнпёриит при усаови, что начальное и конечное 
положещя системы даны $ что имъеть ивсто дибферениироване 
уравнешя живыхь силь по характеристииь © безё измънешя веди- 
чины произвольной постоянной №, выражающей разность П--Т. 

Такая теорема лзвфетна полъ именемъ Лагранжева принцрпа 
вавменьшаго дЪйствя, такъ какъ этоть вели геометръ первый 
даль общую формулу азвфетному до него принципу наимевьюаго 
дЬйстья. Льгранжевь принцииь наименьшаго дейетыя можеть 
быть доказань такимъ образомъ. Услошя, которыми опредфзяется 
Лагранжевь принцепь навменьшаго дёйстья, выражаются уравне- 
ами движенй 

ап 4% ап 4+ ап 4: 


в" а= “и- т ое пд 9 (26) 


и равенствами 
т =ёп (27). 


и. а р р 1 
[лено [око Дары о [ужо [ож [аж (28) 


Въ задач аодъь № 17 выведена формула (23), которая выра- 
жается такииъ равенством 


ап--т) д 44 _а с ду 42 ) 
& —= &П--Т). у = Уи Е 5+ мм ] 


Есан въ это равенство выфето П--Т поставимъ 2Т-+-й на осно- 
ван уравнеыя П—Т==й, вытекающаго изъ уравнен движеня, 


а выБето $(П.+Т) поетавимь 25Т на основан равенства (27), то 
получемъ 


ата) 


4 бу 
# [»(& а; ду-+- Ел т] 


Если это равенство помножимь на @ п проинтегрируемъ по # 
нежду } и, то получимъ уравнеше 


42 
за [-@ =; А лу ы :) 


которое везодетые равенствъ (28) приводится къ такому 


= т) 


$ | 4—0 (29) 


При такомъ, какое бызо изложено, опредБлеви знака второй 
а 1 
варащи интеграла ТУ (5), въ которомъ енбдуетъ ноложить ^ = 5, 

ы 
равенство (29) приводать къ заключевю, что интеграхь | 74 

* 
выфеть шИШиии при усломяхь, выраженныхь равенствами (26); 
(27) в (28); причемъ предполагается, что на счеть произвольныхъ 
постоявныхь, входящихь въ опредфантель 0, выпознимо то усло- 
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ме, чтобы этоть опредБлитель О не обращалея въ нузь для вейхъ 
‚ зваченй х, у, 2, заключающихея между тфии, которыми опредё- 
даются два данныхь подожешя систехы, соотвётетвующия предё- 


ламъ  рнтеграла Г эта. 


й 
Окончниыь изкожеше предаложениаго вопроса доказатезьетвомь 
того, что изъ уеловй, которыми опредБияется Лагранжевт принцип 
налиеньшаго дфиетьй, вытекаеть то ‘сабдетые, что 64 ==0%, 
: & 
т. е. что варацш времени, отнобниояся къ преядлниь | этаь 
& 
равны между собою. 
Если въ равенство (27), представленное въ тахой форы$ 


а доу 92 482 
Е м & #9) =° 


вибето — ап ап @п поставимъ соотвфтетвенно 4 Чу 
2’ а ТВС та 


т в на основаши уравненй (26), то равенство (27), можеть 


быть представлено въ такомъ видь: 
44 3% ата ву ага 


ан 4 (в) и (в) ати (=) =0 29) 


4 @ 
Пропзводныя -› та 


какъ рь протовномъ случа не могь бы ныфть ифета Лагранжень 


ве могутъ всф равваться нузю, такъ 


принцииь наименьшего дёйетыя. Поэтому, полагая, что оз ве 


равно нулю и раздвляя всё члены уравнены (29) ва #9" 2. ‚ поду- 


чимъ такое уравневе 


а 1 д, а да 
® (у и [а (=) - 
& (= а 
ра „бу а „ве 
+2 [2 (2) * РЕ (&] 
а а! 


Если это равенство помножимт 4Ё в проинтегрируемъ по # 
между прехбзами #, п &, то, принззъ во вннманя равенства’ (28), 
будень выфть 


ь 
в-М аа," 4 ‚6%, 
".([ = Л |= а “1 (а,)* 
й. 


за ны ее ® 
== [#8950] 


Варащи 22, Су, $2, которихь число равно Зм, свазаны между 
собню однимъ только уравиешемь (29), ва этомъ основав веф 


3М—1 варащИ, бл, ду, &#, находящаяся подъ звакомъ | во вто- 


рой части равенства (30), могуть быть разематриваемы, кЗЕЪ вполнф 


проязвольныя и незавиеимыя межлу собою вараци, поэтому, с0- 
ь ы 


храная дая каждой варащи [= я | & одну н туже величину п 
одинъ и тотъ знакъ, мы можемь каждой изъ варащ, находящихся 
подь знавомъ | во второй части равенства (30), дать такы два 


значеня, которыя были бы равны между собмю по абеолютной 
величин%, но съ противоположными знакамз, тогда мы получемъ 
два равенства 


$ С 
А [ы-м а 28, 
= [а = Гав [2 аа) ^ 
ь “а 


222)“ 
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(р А 


ай |==2 
$0 


‚ Беаа охожимъ этк два равенства, „дно. ©ъ. другямь, то поду- 


зикъ, что . 
ы и в Ды 
Да [ао шли [а Да | 


что и требовалось доказать. ' . 


СяБдетые выводенвое-ввъ усзойй `Лагранжевь праяцена наи- 
мевьшаго ХЗйстна,. `весьма, просто ‘оправдать на сл5дующемъ 
примёрё- 

Возьмемъ на равсмотиьые лвижеше тажезой изтеральной точки, 
брошенной зъ данной точий 0 (черг. 11} по направленно, состав- 
ляющему съ горизонтомъ уголь 9. Масса 
этой матеральной точки иринимаегся “за 
единицу, еа начальная скорость, : будучи 
данною и веизмвияемою, пусть будетъ разна 
т, а уголь $ пусть будетъ безконечно иалая 
величина. Матерйальная точка, двигазсь вЪ 
сред безь сопротивленя, будеть совер- 
иать свое движеше въ вертикальной плое- 
хости по порабох ОКА, хоторая пусть 6у- 
‘деть проходить чрезъ другую, также данную, точку.4, находящуюся 
на горазовтальной зн 0.4. Изъ этихъ двухь дачныхь точекъ © 
и 4 первую 0, съ которой начинаетея дзижене, примем за начало 
координат; въ другой дамиой точкё 4 движене окамчнезется. При- 
мень ирямую 0.4 за ось х-овъ, а вертикальную: хинно ОВ.зв ось 
у-овъ. Уразнемя взатаго нами дЬйствичежьнаго движеня, какъ 
извфетно, будуть тая ` 


Черт. 11. 


2== 9,000 о узи — я" (31) 
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тдв чрезъ 9 означено ускореше, которое прюбрьтаеть матераль» 
зая точка волБдетые дБйстая на нее одной только силы т#жести. 
Такъ какъ а 2—0 и такъ какъ днижеше начинается 
р ав. 5. нае 
зъ точкВ 0, принятой за начало координатъ, изъ которыхь ось 
ж-овъ направяена по горизонтальной лития, & оеь у-овъ по вер- 
тиканьной, то Н—фувкца силъ оть хи у дя ‘взятаго дёйетви- 
тельнаго движеня будеть разнз 


П=-ж (82) 


аи 41 би 
79 = '9*ф — 999, а==% бов", то 


(бир Рру-- в ин) — дули" (88) 


Сдалаемъ тбпорь дАйствительное двшкеше по параболв невоз- 
можнымъ чрезъ введеше вовыхь связей, вежфяее которыхь мате- 
рИазьная точка, находясь подъ дЬЙйстыемъ той же силы тажести, 
прошла бы отъ 0 кь 4 по горизонтальной лини, тогда матер!аль- 
ная точка, по сиав иверце, будеть двигаться по прямой 0.4 резно- 
м%Ърно со скоростью т,008$, равкою проэкщи начадьной скорости 
«, на горизонтальную лично. Уравнешл движешя по прамой 0.4 
будуть таБы В у 

$, =9,1003$ у=0 


Это движеше по прямой 0.4 удовлетворяеть вефуъ услошямъ, 
Боторымя опредёляется сравниваеное движеше на’основани Лагран- 
жева привцепа навыевьшаго дёйствя. Дфйетвительно, во 1) дви- 
жене по праной 0.4 безконечно блазко къ дФйствительному дви- 
жешю по параболь ОКА, такъ какъ угожъ ф безконезно малая 
величина; во 3) начинается и окаичнвается движене по ©А въ 
тЪхь же данных точкахъ Фи 4, въ которыхь начинается в окан- 
чивается дёйствительное дьвжене по порабохё 0КА; въ 3) на 
иатеральную точку при ея движеши по 0.4 точно такъ же, ьзЕЪ 
пры ея дфйствительномь движеня по параболВ ОКА, дЬйствуеть 
только одиа сила тяжости, движеше же`матеральной точки по 
©, какъ сказано, происходить едивственно по сил инерции. 4} 
здовзетворяется услове П-=Т; въ -самомъ АВлф, изЪ уревненй 
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2) п (33). еябдуеть, что. $П == -- оду. в СГе= == 9бу, такъ какъ 
$6,== @ велфдетые того, что начальная скорость; ве подлежить 
никакому изыфненю, 

Пусть хйствительное довкеше *вовершаетея зъ ь промежуток 
еременв: отъ: ‘до {, и: пуеть ` дйствительное дрижене,:тавь же 
ЕВЕЪ в сравниваямое, начинается т одинъ и тоть же иоменть 
времени, который, хля простоты внычиелена, примемъ 8: начало 
счета зремени такъ что # =0. Позозимь. тенерь, что сравнивае- 
цре движеше оканчивается въ точкф 4 во время 2+. 64,; спра- 
ведливость сжёдстыя выведеннаго нами изъ условй Лагранжева 
принцииа наименьшего дёйстья, будетъ доказана, если окажется, 
что Я =0. Такь какъ величина пути, по которому происходить 
сравниваемое движене, равна длнн% прямой 0 44 и такъ какл ото ора- 
зниваемое движен!е равномёрно и скорость его равна и,008$; то 
ОА =- (&-= &)%, Созф; но пражав ОЛ будеть также равиа абециссв 
той "Точви. порёбозы ОКА, которой соотвфтствуеть время &, по- 
этому, `вбий в перёое изъ уравневй (31) ныфето # поставим &, 
то будемъь имёть; чю ОД = 0,008. Сравнеше этого равенства 
съ равенствомь ОД -==(4.-+ 6#)0,008Ф приводить къ заключеню, 
что 64,— 0; значить ехБдетые, выведенное нами изъ усховй Ла- 
транжева принципа изпыеньшаго дфйствя, вполнё оправдызаетея, 
Дая опредблены времени $, служять второе наъ уравнений {31), 
еели вы немъ лоложнмъ у, = ©, тогда позучимъ, что 


„— 2099 (36) 
9 
Остается только вычиелить дк величины интеграла, + 
ь 
и [та [Е 
о 


Изъ этахъ двухъ велячинъ ивтеграла и (35) первую велачиву, 
хоторую мы ‘озвачимъ чрезъ и,, получииъ, расиространзя пате- 
$ралз ч (36) навкБ точкя параболы ОКА, по которой совермает- 
ся дЬйствительное движен!е; хругую величину интеграла % (36), ко- 
торую озвачив» чрезь 4, позучимъ, распространая яантеграль м 
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(36) на веб точки ‘прямой 94, по отр _проясходить сравни- 
ззеное движен!е: у 

Есай въ подъянтегральную фупкцю цитеграда ‚ (86). зыфето Т 
поставим его вехичиеу, опредёдяемую формулой, (83), то вайдемь 
что &, равно 


ъ ` 
®— 4 и муж = 1 Зубы УЧ 
5 о - 


[оливье ил В выч) 


такь какъ ро формул (36) и=—— Зв. , - 

Вели въ подъинтегральную фра интеграла '4 (36) Зы т 
поставимъ ту его величину, которую получим из формулы (33), 
позожаЕь = нёй у= 6, тотха вайдемт, то и, ‘уже равно 
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Нанденныя величивы и, и’, приводать К зввзючен, 65- 
тласвб’ ©Е ЛагравжевымЕ принципомь иавменьшаго’ флота 
и, > 

Задача подъ № 19 нае пуийтив иныараза и 


\ 
› ивы Г па 
.. & 


хошорый взять относительно { между {, м 1, двумя значемями 
+, соответствующими деумз даннымь положенямь системы моте- 
ЗПальнымь точекь и въ которомь П фумюшя смаь отз т, у, & че 
содержите явно 1— при’ усло, что т, у, в— функииготз &, обра- 
зцаюиия интетраль и (1) в9 тьмтит, должны удовлетнорять 


(п-т ь 
я : 
21 
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тв 13| т (и 


а Я прбубильцая Нобтблиыая , 
баращй ‘ке №, у“ р ВИО ыы й С 
вп =, {4) 


По способу, „Паграмжа», отысраые отцосительнаго пупипит эвте- 
БАХ 
траха "в (0. авиа Е "отысвавь нана интеграза У. 


: = ить фе и [о 


о 


дБ ^— множитель, который` слбдуейь дпредвний, Уакь ‘функщи 
9.2 № ао ‚уравнены, © т который вытедають 


9:7 
хина 


вывех И пр х азатеньствй способа Лагранжа, если `сунмиро- 
ваше ззамбнимъ суимировашемь по подразумфваенымь при т, у,2 
указатезамъ, и, равдфливъ с} у Иа три тама групны Я ур бы 
въ которыхъ указатель и есть хаждое изъ цфаыхь чисель отъ 1 
до М. Инфя это въ виду, замняя уеремфиную 2 на # и привимаз 
во внямаше формулы (2), (3) и (5), найдемь, что вараци СТ” 
равна 


кит 2 . © Но РАЗА ‘ 

`*) “Чрезь т озвачена масса $ каждой точки системы. Дан краткости нисьма 

опущень уБазатель в при 2, © п при т, по которому производится озвачен- 

‚вое чрезъ х суимироване я подъ ноторыиъ слёдуеть разумёть кавдое изъ 
ивлыть нсвхь оть Т до М чело вебхъ матеральныхь точевъ снетемы`` 
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Это равенство приводится къ такому 


&—%) 
ви [бели М = р а = 
Но. дут (6) 

: в ‚4-2 а &(-—^ =.) 
В Ь де} 


Чаи накъ веазбдстве фориулы (8) ПЕТЬ в такЪ какъ по уезо- 


К: ъ прелложеннаго вопроса начальное. Я. ‚Бовезное. положене 
Системы даны, а потому, 


| р = [= 0 р=/ Г (- мо = А=— оо 
(7) 
: й Й 
[ да / ео о и ао / А== -/ в. 
Подагаа  варещию 5 У -равибю -вужю, будемъ, рыфть 


4 ь . ну 
ть В .3 ен 1 
=] (Ата о ® 
* . й га т. 
А) 1-91 4) 
тар що, 
(9) 
4 а,) 
ап [2 
- и и 
^ ела умножиыъ эти уравнения (9) СоотБЬтОтенио А №: 


@’ 4 
‘в возьмем суйму’ ироизведенй, тогла“‘едёлавь приведеше п пря- 


ви. ат... { 
ЧЯвЪ Во РЕБМаНО, то жар получииь. 


21* 
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а А] _ 
& 


откуда 
- с 1 
^=э—5 0) 


тдБ с— провзвольное постоянное. 

Замфняя въ разенствь (10) Т ва ПЛ везЪдетые уравнения (2), 
будемъ имъть 
1 (11) 
зп—) 3 

Основанный на формузахъ (3), (9), (10} и (11) выводъ, вполн® 
авалотичный съ тёмъ, который въ задачВ подъ № (18) было сдё- 
ланъ ва основан фориуль {3), (8), (9} = (10), враведеть къ за- 
ключенно, что 


АЕ 


1 
= 
изи 
+3) =0 (12) 
Если А = — ут то урзвненя (9) обращаются въ такое 
ап „12 дп @у ап #8 
а тату -т а, в тав 8) 


т. е. уравневы, которыми опредфляются искомыя фунвши 2, у, 2— 
суть уравнены движеня. Изъ формуль (8) в (12} слЬдуеть, что 
М — 8) 0, 

& потому 
= (14) 

такъ ьззЪ й не равно нулю. Равенство (14), какъ доказано въ за- 
дачВ подъ № 18, вытекаеть также изъ такихъ формуаъ, какь фор- 
мулы (4), (7), и (13) или (18) 09 и (20). 

Такъ какъ множитель Л, раввый— 1 2? ие содержить 2, у, #, 10 8 
основан формулы [(21), выведенной при доказательств® способа 
Лагравжа 2 = 0, везвдстые чего и $1 + 2) =0. 
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`. На основаши форвуды (6) я равенствь (12), (14} и 2(1 + 2) =0 
тоть выводь, посредетвомт котораго нолучияьсь формула [(12); 
1-8 у четвертой главы] приводить къ закоючению, что вторая вар!- 
ащя С*УУ равна 


= и в х 
77 лы а 2% =а(%)} #&-— 


деду ** "фар & 
@ 

1, 

. г @'П Фи. (. 
[зе = дав * т #—та(5#) } и 
ь @ 

(15) 
р ат 41е 
р — 
ры 88 Е та (5 } 
4 ` 


Т% самыя преобразованы, посредствомъ которыхь въ задачь 
подъ № 18 изъ формулы (19) волучнляеь формула (22), приведутъ 
вторую варащи СУ (15) къ такому виду 


М -= жечь +) (19 
а 


тд5 & %, © пыфеть выражена, опрелбяяемыя формулами (20) въ 
задачВ подъ № 18, въ которой показано. также, что &, т, © евя- 
заны между собою уравнешемъ 


вые 5) ат) 


Если въ функцш подь знакомь |» второй части равенства 
{16) псключииь одну ьакую-нибудь изъ перемфнныхь Е, 4, © по- 
мопую уравнения (17), то фувкща моль злшшомь [будет диффе- 


ревщальное выражеше, которое относательно произвольныхь 
перенфнныхь между собою независимых, будеть одиороднымъ 
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3-го поридка и приводить къ заключению, что вторая веращ "У 
(16), будеть величина ковечная и положетельная, а потому инте- 
граль УУ (5), слВдовательно и интеграль и (1) будеть имфть 
тошНиот для вофхь значенй &, соотвВтетвующихь значенямъ 2, у, 
8, прл которыхъь опредёлитень Р не обращается въ пуле. Этимъ 
услоцеыт опредёлаются пред льныя знзченя д, у, 2 и соотвфтетвую- 
ие ямь } и; предфлы интеграаа 4 (1), такъ что #,—& есть ваи- 
больш изъ тВхъ промежутковь времени, въ которое интеграль и (1) 
пыфеть шнишит. Такимъ образомъ предложенный вопросъ приго- 
дитЪ къ такой теорем}. Если два данныхь полоюенёя системы — тако- 
вы, что опредълилель Р не обращается в5 нуль Фдя встьль  значен =, 
3, 2 закиочающихся между пъми, которыми опредъляются два дан- 
ны2з положення системы, то при предълать интетрила и (1), соот- 
втътсшоующихь таким двумь данныме положещямь системы, функции 
2, у, & опредъляемыя уравнешями движеная (13), обращать ин- 
тераль № (1) 05 пбяйпит при усло, что эти функши т, у, 2 
Удовлетворяють уравнению П—Т-Ь, а варйии х, у, # удовае- 
зиворяюте уравнению $П — 6Т. 

Теорема, обратвая той, къ которой приводить вопросеъ подъ 
№ 1, востоить въ сдфдующемъ. Вь движен какой-нибудь си- 
стемы матербамныхь точек, находящихся подз дъйстемь сила, 
хоторыхь функийя П отз $, у, &, не содерокить явно 1, интералз 

№ 

| 41, который взята относительно # между 1, и Е, имъеть 
ы 

эипйнит, при усдовфиь, что начальное 4 конечное положения си- 
стемы, соотвътствуюийя $ и, —даны и что иметь мьсто 
дифференцироваще по характеристик $ уравнемя живыхь сиб 
П—Г=й—0е55 измпненя величины произвольной постоянной й, 
выражоющей разность П-—Т, 65 которой Т есть половина живой 
силы. 

Услове, которыми опредфляется эта теорема, выражаются урав- 
ненямт: движеня 


ап аи ша а 
"а у" =9 и8) 


‘и равенетваыи 


= (19) 
и 


ь ь р 1, 
8, ‚ 
[== [(2е-еаеа ) = ору / (и) о 


(20) 


Въ задачё подь № 17 изъ уравнен движешя выводитея фор- 
мула (23), которая выражается такимъ равенствомъ: 


а[(п--т)& ай _а [2 а. 4 
К НЯ п-т) тт [2=(5 А Ау гл м) 


Если въ это равенство выфсто П--Т поставямь 2П-—й на осно- 
зави уравнешя П-—Т--Й, вытекающаго изъ уравненй движеня 
(18), а выБето 2(П-+Т) поставимъ $21) на основаши равенства 
(39) то получиыъ 

&(216) ай _а Г. (4 аа @з 

— А 
4 —+8(20)-9% = |" (47+ ПАН А: 

Есан это уравнене умножимъ на & и проинтегряруемъ по # 

между & п {,, то будемъ ныфть уравнеше 


ь ь 
$ Г па, | Ут (“ А+ 
А 1 


ау а 
д а =) (21) 


на основашн равенствь (20) и равенства 6/,=6{,, выведеннаго 
въ задачв подъ № 18 изъ формухь такихь же, какъ (18), (19) и 
(20), уравнеше (21) приводится къ такому: 
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ы 
$ | 214! = 6 (22) 
а 
При такомъ, йакое было изложено, опредбленшн знака второй 
вар!аци интеграза 77 (5), въ которомъ слёдуеть положить А + , 


уравнене (22) приводить къ заключеню, что интеграль и (1) 
имфеть шит. Причемъ предполагается, что насчет» проязволь- 
ныхь постоянныхь, входящихь въ опредёлитель Р,- выполнимо 
то усзове, чтобы этоть опредаитель Р не обращалея въ нудь 
дз вобхь 3, , 2 заключающихея между тЪыи, которыми опредЪ- 
ляются два данныхь положещя системы и которымъ соотявтетвують 
1, и & предвлы интеграла м (1} *). 

Задача подъ № 20. 
Положимь, что планета 
при своемь эллиттическом 
двизженти во время & на- 
ходитея в точь М 
{черт. 12), требуется най- 
зи такую почку №, чтобы 
планета 10 своей орбилтль 
прошла ММ в промежу- 
токз времени ,—&, опре- 
дъаяеный тльм услоемь, 
ино 1,—1 есть мшиболь- 
Зй 035 тысь ромежут- 
ковъ времени, 05 которые интефаль дъйствя иметь питйтит? 


*) Теорехф, обратной той, въ которой приводить предложенный вопросъ 
38 № 19, свойственно напысноваше привципа наныеньшато папряжения сил 
{ршсре 4е 1а шорадт НиевзИЕ 45 отсев), вези между 16—27 строками 
281 страницы Аналетической Механики (1-ый том, 3-е издаае 1853 года) 
< знаменитый авторъ про привципъ паяменьшаго дфйствя товорсть табъ: 
э0п рошттай Гарреег, зуес раз 4е Ююпдешепь 1е рупоре 4е 1а ршз реше 
Фютсе У1уе.* Тогда соглаево съ этинъ за одной только теоремой, обратной 
той, къ которой приводить вопрось ноль № 11, оставалось бы запмевоваые 
принципа ваименьшаго дЪйстья (решогре 4е 1а шошёте асНор). 
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Решене задачи подъ № 18 приводить кв заключеню, что вели 
озвачимь чрезф 2х и у координаты эллиптическаго движезня пза- 
неты, расположенных въ плоскости ея орбиты, 10 эти хиу 6у- 
дуть тв фувкщя оть $, которыя обращають въ питаю интеграль 
ХЬСтвя 


(1) 


ара (2) 
При услоши. ЗПе--СТ, гдВ П есть фуньша снаъ оть 2, у, не со- 
держащая явно времени $. Такниъ образомъ, если означимъ чрезъ 
|} врема, соотвЪтетвующее позоженю планеты въ М, то некомзя 
точьа № будетъ та, которой соотайтствуеть время &,, опред®ляе- 
мое на основан выведенной въ задачё подъ № 18 формулы (25), 
въ которбй сяЗдуеть положить я == 1, 4==0 и == 0— подъ усло- 
Шемъ, чтобы интеграль, выражающ вторую варащю 5317, ©о- 
храняль величину ковечную и положительную дая всфхъ & между 
& вь.. Если въ формул (26) положать т =1, 2=0 и у =0, 
то она обратится въ такую: 


2 "- 8) 


тдЪ по формуяБ (20) 


ет Ч 4) 
Опредфлитель Ш, вараци 62 и бу и уравневе (21) предетаватся 
тавъ: 
РЕЖЕТ, © 
сле Х.т,-+ Хол, „бу == Ил, + И, {6) 
ат, 
[: 


Формула (4) в8 основан формухь (5) и (7) пряводится къ такой: 


(Вх, нат Хх, нато © 
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&, 
2% (8) 
РХ, +4 


= 


Помошю этой формулы (8) и формуаъ (6} я (3) вторая варащя 
317 представится тазъ: 


о) 
а = А АЕ И 9) 


Мы пзложимъ предварительно все то, что служить къ отыска- 
вю выражен для опредфлителя Р и функц рх, +47.. 

Пусть "--рамусь векторъ планеты, е— эксцентрицитеть эллип- 
хической орбиты, а--большая полуось, с— двойная площадь, опа- 
сываемая въ плоскости орбиты въ ‘единицу времени, п— среднее 
движеше, /—сяда притяженя, которое оказываеть единица массы 
на.единицу маевы на разстолеш, равномь еднниц, М— масса 
сожнца и М’. масса планеты; тогда П—фувкщя силь будеть такая 


и—_ + М) № (10) 
г т 
24 14 
"ща ау) 
м+м’ а 
«=5 К И) ив вау ТЯ (12) 


Означимь чрезь Р первый фохусъ, т. е. тоть, который опредв- 
ляеть мфето солнца, & чрезь Ё, —второй фокусъ элаопсисв. Пусть 
Р будеть началомъ координатъ, $—додгота планеты по орбит, 
1—дозтота перигешя по орбитЪ, х— истинная аномамя изаметы, 
Е-—ея эксцентрическая зноманя, &—время прохождешя планеты 
зрезъ перагезй и пусть уголь, который дбхаеть радтуеъ век- 
торъ, приведенный изъ №, къ нланетй, съ прамою ЕЕ. Тогда вь 
основаны теорш эланитическаго движевя имфемъ 


‚__ 41—29 _ ва—е) 
"тт ти 04 
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ы Эти 


ЧР (15) 7=а(1-е0жЕ) (16) 
—_ : 9 _У1-е, Е 
*{{—#,) = Е ебтЕ (17) ">= У 9 (18) 
ВтЕ + 
Зо 05) 


Дифференцируя по # выражешя хи у 


2 ==7С05ф и у== тт (20} 
получимъ, что формула (11} предетавитея такъ: 
43 а — 
2 2 = е— ее? — 
в еее Ут 6" = паф (21) 


& на основан этой формулы, & также формуль (18) и (20), най- 
демъ, что 
а =—в0-я) д) 89, 
(22) 
ау _ 6608 _е 
&> “= пе *а1—е5 
Возвышая эти равенства въ квёдрать н складывал, будемъ имфть: 
4 о 
ааа 1 у 


Созз 


(23) 


_# (2а—") _ п'а*(2а—') Эт 
ит, = 


По формуламъ (10) и (23) и по уравненно П--Т ==. й, гдё #— 
постоявная, сохраняющая одну и ту же величвну, находим 


за’ -9й изи а=\У%, нв основан такой величины а формула 
в 
{12} представится такъ: 


с АМ- М) _ У _ИМ+и) 
16 ауте п" п 2 
Изъ формулъ (13), (14) в (15) сяблуетъ, что 


{12,) 


в= 


— 532 - 
: ви би _ аи 


о, = #4. 
Ват’ (6 
Цервая изъ этахь формул (24) и формула (21) дають . 
ви 6 
о 25) 
4 т(в—") (25) 


Формулы (13), (14), (15) в (16) приводать къ такому соотвоше- 
ню между иио 
Сези __ Зе + (1 4- е*) бов 
Ям (2-Я 
Въ самомъ дВлё, раздфаяя уривнене (13) на (14), вавдемъ, при- 
имая во внимане уравнеше (15) 
1 — е005и _ бпь 
1+ 600  Бть 
Еези сперва сравнимъ чежду собою ураввеня (18) я (16), затмь 
уравнешя (14}.#:(16), то получныь дна уравнен!я. 


(26) 


(27) 


р быв, в т +еСвЕ 
1+ ео т реб 
Откуда 
е-= (озь , (2зи—в 
бет еб " СЕ 1—е00зи 


Сравнввая эти два ураввеыя между собою и принимая во внвыи- 
ве уравнене (27), будемъ имёть 


Сови—в _ ти 


рвота = бы 29 

Уравнения (27) в (28) приволвтея къ сабдующемны 
би + ети озу — бни—вСозибто (29) 
ети -- бтиОозь == Оовибте— ебте (30) 


Изъ уравнешя (29), умноженваго на е, мн выведемъ такое выра- 
жене ебу 


обр == е*Сози. Явно = еб -+- сбив. Созу 


Если это выражене обтео вставииъ въ уравнеше (30), то позу- 
чим 
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Вети[2е + (1 + е*} 0086] == Сови(1— в? Зи 


которое есть уравнене (26). 

Общия величины х в у суть функци отъ & содержащя въ себЪ 
три независимыя между собою произвольных постоянных эх; енё; 
поэтому на основаши формулы [(13), 1-й $ четвертой главы] 
Умом 


[69 


а а в в 


Есди положимъ 
АЕ ВВ = й,С=Ь В, (32) 
то велвдетые формулъ (5) и (31) 


ат ау _ ахау а2ау _ ауаг 
Р—А (> Я, 2) _8 ( & @, ®) = 


{33) 


Чтобы ныфть выражевя опредблитеза Ди функ рХ, + 4,, 


. 42 ау 
оствется найтв выражен производныхь и ,; для чего сл%- 


етъ вывести @ 
ду 4 
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Дифферевцировав!е уравневнйя (18) даетъ 


1% 1 туже 1 @Е ту 
ит уго а-вуге з 


Если умножииь это ураввеше ва 48 [2 78% а #, то 


найдем, сдфлавь приведен:е и имфа въ виду равен (18) 


& аЕ Ба Ею 
, дет вЕ— и = 
воторое велфдетые уравнены (19) приводится къ такому 
: 4 __ ЪаЕ В 
: к рЕьы 
: те 1-е (35) 
Дифференцироваме уравнен (17) по © даетъ 
ЗЕ __ _б®Е 
,. @е 1—е03Е 
Это уравнене везфдетме уравнее!й (16) п (19) сдёлается хакимъ 
ЧЕ _@ с. 
щ=ъ Би (36) 


Внеся эту р въ уравнеше (35), получинъ 


4 _ @$ 91-е) 
и |= 


Я 
= > [В + бой] (37) 


Всяфдетме того. что ф=о-+ а, ныбемъ, что 
4 
аа _ 8) 
На основани формулъ (13) в (37) получиыь 


& . 
2 —— а 0% {39) 


Приниман во внимав!е, что въ 2 и увходить # точно такъ же, 
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заЕъ и # только. со знакомъ — , мы аъ. форыуль (20), (22), (37), 
{38) п {39} выведемъ тамя: 
45 __ себих с ._ @& . 
а, ап—ет) * аа) 8 за. = "т, | 
#2. _ __ абтобию 
= — 109% — Г объ 
ау се005% с у о 
4% в(1—е*) а(1—е) 652 д, = 70а, 
ау .. воз те 
ба Г бы 


Фориулы (33) и (40) даютъ 


ай) | древе Ве = @ + 2) 0] + 


(41) 
+ и-исУте Си | 
Формулы (34), (40) и (22) дають: 
Вх, = реа ав) — 
{42) 


— пут е* (2—1) — 24, тб] 


Изь формузь (9) сабдуеть, что, если вторая варашя 2 7— 
величина конечная, то она будетъ и величина позожительная, по- 
этому рышеше данной залачи обусловаяваетсн тЪыф чтобы вто- 
рая варащя 2317 (9) сохраназа величену конечную для вофхь 
значешй $ между & и &,, изъ которыхъ {, — величина пропззозь- 
наз, & {такая величина, что ,—& есть взибольшй изъ тфхъ 
промежутков» времени $, въ которые вторая зарашя выфеть ве- 
лячину конечную; велдетью чего насчеть произвольныхь поетоав- 
ныхь, входащихь въ функцио рХ, +47, и въ опредфлитель 2, 
необходимо удовлетворить тому услов, чтобы функция рХ, +91, 
и опредфлитель Ю не обращались въ нуль дая всфхь значенй { 
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между & ип; это услове будетъ удовлетворено, если только про- 
извольнымь поетоаннымь, входящимъ въ функцию рХ, +4, бу- 
дуть даны тавя значеня 


Ве, = 0, В, = 1 
Тотда по формул (42} фувкшя рХ, +97, будеть такою: 


За : 
рх. +чи —. а ны (43) 
которая не обратится въ нуль ни при одвомЪ изъ значенй $, такъ 
какъ 7 всегда мене 2а. 

Если .=0и &,==0, то, квкъ показывають формулы (32), 
С=0 и опредблатель ДР (41) можеть быть представлен такъ: 


ст.В.бто | Зе + (1+ е*) Соя 


2= @(1—е*) (1—6) 9 


ведете же формулы (26} 


ст.В.бто 4.4е _ Сови 


2= ав) В Эн 


Пусть и будеть значене и, соотвфтетвующее #, тогда, полагая 
Аве == 0ози, В == би (44) 


и пранвмая во ввимаше формулу (15), будешь ныфть, что опре- 
дЪлитель Р равенъ 


_. 6 (24а Ел 


=в @-= у (и— о (2а—")9ики-н, = 


45) 


па {2а- уЗики—и,} 

у1—е 

Всдфдетые формузь (31) и (40) прай, =ОиЁ,=0 ий, ,—=—1, 
4 у . 

=, И= а поэтому, чрезъ дифференцироване формухь 

(20) ло характеристикам 4 п $ вайдемъ, что у 
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ы-хи = %“—- = = ре ==. = = 


= а (и-ы) 


& водбдетые формулы {21} ин того. что 9 =э-я 


7,8#—Х, ("и 4) (46) 


во по формузамъ (24) 


м т, 
20 би ‘Зато "ды 


а потому, полагая 


ъ д) м/т т В 
= в и] {47) 
лодучиыъ 
У, 65— Х, бу = по За—*) (48) 


Формулы (23), (25), (43), (45) и (48) елужать хла преобразова- 
н1я перемфнной $ наи въ интеграль, выражающемъ вторую вз- 
ращю 677 (9); мы сдёлаемъ это преобразоваще, принявъ 3 авж- 
й предбхь и. —то зназене и, ъоторое соотифтствуетъ времени &, 
и опредфливъ верхый предфль м, такъ, чтобы интегралъ, выра- 
жающ вторую варащию $* 7, сохранять ковечную и положвтель- 
ную величину для вефхъ значенй х между % и 1; тогда и, бу- 
деть то значене и, которое соотвфтствуеть времени &; и такъ 
какъ каждому значеню и соотвВтетвуеть извфетное позожене пла- 
неты на ея орбит, то чрезъ опредфлене и, и получится ршене 
даннаго вопроса. 

Ноеставивъ подъ звавомь р во второй части равенетва (9}, вы 
сто количествь р'+0', рХ, + ау, ЛР, УХ, 6у а их ве- 
лочнны изъ формулъ (23), (43), 45) {48) я (25), будемъ имфть 


9 
ыы а = 
тс [ Этим) НЕ и (9) 


22 
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Эта формула (49) приводить къ заключевю, что внтеграль, выра- 
жающИ вторую варащию 57, сохранлеть конечную и позожи- 
тельную величину дла вефхь значенй ш между и, и и, =м нс 
гдз п есть отношене окружности къ Маметру; этому значению и, 
соотвВтетвуеть такое положене планеты, которое получится при 
пересфчени эллипенса прамою, проведенною`чрезъ М и фокусь В. 

Такииъ образомъ ршене данной задачи можеть быть выра- 
жено такимъ положенемъ: 

Если начальное положеше планеты будеть зъ точкБ М, то 
пересВченемъ эллипеиех прямою, проведенною чрезъ М, и второй 
фокусь Ж опредфлатея такое ея положен въ точкё М, въ которое 
придеть планета въ промежутокъ времени &,—й&, опредБляемый 
тфмъ условемъ, что К —& есть наибольший изъ тъхъ промежутковъ 
времени въ которые интеграль дЪйствья иметь лишат. 

Этому положевшь, опубликованному знаменитымъ Якоби еще въ 
17 тож журнала Креля *) безъ доказательства, германсюй гео- 
метрф въ своихъ Уопезопсеп йБег Рупапик **) дал доказатель- 
<т80, которое мы и пруводнуъ доеловно (черт. 13). 

. «Себебей зеё @сг еше ВгеппривКЕ 
А 4ег ЕШрве ав ОгЁ фег Зоппе авё 
Че этоязе Ахе а 4ег ЕШрзе ип@ зиз- 
зегет же! Рояйопел р п1@ 4 903 
Рапеет *#*). Везесниеп чт еп 
хуейен уотаоба ипфекапщей Вгепт- 
ривёё пиё В, зо зт@ @атев @е зеве- 
уевев Заске @е ЕаМегиипоеп Фев 
Разкез В топ Чен Баден Р1апенифеги 
Черт, 18. р па 4 БеКапиб Фезе Га етвиосеп 

эт паша — Ар иид в—.49 уевеп 


В 


Я г Тиооне ег УаваНопгесивила пп дет Гувегопна ейсполеео, Сее]- 
10$ Тощгом г @е теше пай апрезаиие МаБетамк, 1837. Вапё ХУП Ней 1, 
зеце 68. 

**) УоНезаваев @фег РувапК оп С. ©, 8. Хасды, Вегаизредевен тов 
А. СеБсь, Вогйа 1866. Послфдая 15 строкъ 48 страиццы и первый двЪ 
строки 49 страницы. 

***) Изъ этяхь двухъ данных» подожен:й ри 4 одно, икепно р, предпо- 
загветси таквыъ, съ воторато начинается днижеше, д другое 4 тавихъ, въ 
Боторомъ движен кончается. 
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Чсг Бекашшеп Езепзсна! дег Ерзе. Ре; ме афег Раг В муе! 
Тареп В ив В’, @е еше оБегнаф, @е апдеге ащеглаЪ 4ег 
УегыпЯиарзШне уоп р пп@ 4. Ез 5165 2150 2хеГ ЕЛБрзев, аш 
зисв 2%е: Везехипоеп 4ез Р]авеей, чеюне г @е зезецепен 
Заске абёйер зт4. Бат Ъе1де Гбзипиен хазаотепаШев, т@аззеп 
4е Рае В пой В’ ш @е Усе лааосаНые тол р вай 4 {аПеп’ 
9. 1. р, Вий 4 шаззей ги сегадег Ге 1ехет, она 9 м р’. Рег 
Равк6 р’ фезеаюрпей 210 Фе Степхе, @Ъег жесВе ша уоп р 205 
433 Нцеста| пеВё зоздеппеп ЧатЁ, онае 4353 ез за Йо ей Мииит 
20 зе. 

Задача подъ № 21. Найти положене равновтейя зибкой не- 
растяжимой нити. которой плотность постоянная и концы кото- 
рой прикрьмлены ко двумь неподениснымь точкам 

Нредполагая ось у вертикальною, а ось х горизовтальною я 
озвачая координаты данпыхъ точекъ чрезъ (1, 9,) и (<, ч,), чай- 
демъ, что 1, координата центра тяжести нити, при ея постоян- 
вой плотвоети, равна 


(1) 


в 
га р== ри 

Тэакъ какъ положеще раваозБОя пяти опредфляется тБмъ усло- 
мемъ, что центръ ея тяжести завимаеть самое насшее мфсто, то 
ордината у должна пмфть тахипат, но такъ как масса нити 
остается одна и та же, то при постоянной ея илотноети длина ея 
имфеть постояниую везичиву, которую озвачимь зрезъ 1, такъ что 


2. 


1 |6 У + р {2) 


=, г 


Велфдетве этого равенства ордената у, какъ явствуетъь изъ фор- 
мулы (1), будеть нифть техйват только тогда, когда иметь пм- 
: 22* 
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я 
хиваш нитегразль гу 1--^р"; откуда сл?дуетъ, что разематри- 
2, 
ваемый вопросъ равнозначущь съ такимъ: найти шахипиш инте- 
2. 5, 
грала | ух УТ -+-р* при усхов!а, что ивтеграль [аут —= 2" сох- 
т. 2: 

`раняеть постоянную величину {; такой относательный шахипат, 
по правизу Эйдеря находится чрезь отыскаве шахириш вятег- 
рала и 


(3) 


тд 
= {$ 


а и есть произвольный постоянный множитель, насчеть ьото- 
раго должно быть удовлетворено уравнеше (2). Тавимъ образожъ 
рЬшене разсматраваемой задачи преводатся къ рёшевю задачи 
подъ № 13;—и результаты, получаемые волфдетве ратен!й задачъ 
разсматриваемой н подъ № 13 отличаются одияъ 0тЪ другаго тольЕо 
тёыъ, что рфшене задачи подъ № 13 даеть интегразу  (1} и шах1- 
тот п пиво, между т$мЪ какъ рёшев!е разсматриваемой задачи 
даетъ интегралу и (3) только шахииию; такое отдаче въ резуль- 
татахь, очевидно, проасходить отъ того, что, по усхомамъ задачи 
нодъ № 13, рёшеше ея есть каждая изъ двухъ цфиныхь лин, 
изъ которыхъ одна обращена къ оси д вогнутою стороною, а дру- 
тая вывухлою стороною; между тёыъ какъ, по условшыт раземат- 
ризвемой задази, рёшене ея ееть только та Пенал лишя, кото- 
рая къ оея х обращена вогнутою стороною. 

Задача подъ №: 22, Между веъми кривыми, из5 которыть 
каждая образует» эпьло данноло обена, вращаясь около прямой, 
хакё 0коло 06и в цмъя на обоить своиль концать точки, натодя- 
чрзяся в данныхь разстоящаяхть отз осы вращейя, нити такую, 
чтобы образуемое ею ттьло вращеша, ноуууженное въ жидкость, 


— 341 — 


при своем» движении вз ней по направлению оси вращеня иепы- 
зтывало бы наменьшев сопротивление? 

Езкъ извфетно, Ньютонь первый предложиль задачу о поверх- 
ности панменьшаго сопротивлеша в рышиль эту первую задачу 
заращоннаго исчиеленя въ своихъ зызменитыхь Репециа Мате- 
маса РАПозоршае азёотаНз (Ш. 11, ргор. 34); во при своемъ 
рьшени везиый геометрь не вводить въ вычислев!е того условя, 
что тёло вращетя, испытывающее сопротивлене при своемъ дви- 
жевм въ жидкости, имфеть опредфленный объемъ. Это уелове 
было привято во внимаве изтематиками, занимавиимися п0сз$ 
Ньютона задачею о поверхности ваименьшаго сопротивленя. 
Эйлеръ *), значительно позднфе Годгюнтеръ **) и друме дали рЪ- 
шене этой задачи, обусховленное тфиЪъ, что объемъ имнфетъ опре- 
дфленную величину. Изъ русскихь математиковь Н. Я. Сонинъ 
даль точное ршене задачи о поверхности наименьшаго сопро- 
тивлеюн въ статьВ своей подъ заглавемь: «Объ одной задач Ва- 
ранюннаго нсчисяеня» **). При рьшен!н задачи о поверхности 
напменылаго сопротивленя въ нашемъ курсв употребленъ такой 
же пренъ, какимъ рЬшена эта задача въ вышеозначенной статьЪ 
Н. Я. Совииз. 

По формулировиВ задачи т$10 вращеня, непытывающее сопро- 
тавлене при своемъ движенш въ жидкости, прехполагаетея вполн® 
въ нее погруженнымь, поэтому пря ршенш задачи принимается 
въ основане такое положене: Если нфкотораз площадь & двя- 
щетса въ жидкости по направлению, къ ней самой перпевдику- 
зярыому со скоростью $, то сопротивлене, оказываемое жедко- 
стно, будеть таков: ирзу", гАБ и постоянный коэффащенть, & с— 
плотность жидкости. На основаи этого позожешя выводится со- 
протлвлеве тфала вращеня, перемфщающатося въ жидкости, со 
скороелно $ по направленно оса вращены, которую 4ы пряменъ 
за ось 2. Такъ какЪ элементь поверхности вращеня равенъ 2-у43, 
то сопротавлеше по направлено нориаля къ поверхности враще- 


*) Мевойиз шуешепё: Нпеаз сигуаз шах шимандае ргоргебаёе раидеп- 
4ез (Галзариае 1744). 

*) Везваговез Ш {Ве са]ст]5 оЁ уанацоне. Гопаоп. 1871. 

*) Защиски Математичеекаго отдёленая НовороссЁЙеваго Общества есте- 
ствонспытателей (т, УТ, 1885). 
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ду 


ин будеть 2трро‘уд8 г сопротивленше же по направлено движе- 


у". 
`48’ 
воетя вращеня сопротивлене, которое означамъ чрезь В, выра- 
зятся тавъ: 


по оси 2 будеть Эпрро"у а потому дзя всей поверх- 


х. 
В = три а 
= 
пли 
2, 
ве (1 _Ё „— м 
В = ть [, р: тр Е 


Изь выражен сопротивлешя В сафдуеть, что кривах, обра- 
зующая поверхность наименьшаго сопротивлен, будеть та, ко- 
торой ардината у, какъ функшя оть х, обращаеть въ пит 
интеграль 

Та 


УР 
[ Уре ре 
в 
усломе же, чтобы объемъ тфла вращеня имфлЪ опредБженную ве- 
лизону,—равнозначущее съ тзыъ, чтобы интеграль 


3 
фе 
о 


. [3 
имЪль данную величину; чрезь & означена величина дзанаго 


объема, а # есть отвошене окружности въ Даметру. 


Тавимь образомъ предложенный вопросъ приводится къ такому: 
найти мцишат внтегразь 
=. 
. з 
| ЧР де 


1-2" 


=, 


при условш, чтобы 
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2» 
[2 
, — — 
=, 


и чтобы предфльныя значения у, которыя мы означимъ чрезъ у, 
и у, и которыя соотвбтетвують д, и 2, имЪли бы давныя вели- 
зины. По способу Эйлера, для отыскав такого относитезьнаго 
шипит слёдуетъ найти таит интеграла и 


#= | 24 {1} 
й 
тд 
ору" 2) 


при услови, что у и у, предфльныя значен!я у даны и что по- 
стоянный множитель х долженз быть такъ опредфленъ, чтобы было 
удовлетворено уравнеше 


д, 
# . 
2 =—-- 
| ат — 6) 
такъ какъ предфльныя значеня у даны, то 


| — = ры фь в —/» 22 


Ветаваня отн предфльный величины бу въ предёльную часть 
варащи фи, опредфляемой формулою [(18), 1-й $ второй главы], 
вайдемъ, что варащя би равва 


Зи= | (©—Рре «Д» —_ =) Фуа (а) 
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Уравнеше $4 —0 приводить къ уравненю предбльному 


[е-вр =6 [№-в9 = (5) 
и къ главному 
аР 
и.о (6) 


Такъ какъ иодъинтегральная функшя ® (2) содержить только 
унр, 10 ва основана формулы [(56), 6-Й $ третьей главы], зак- 
лючаемь, что интегрироваше главнаго уравнены (6) даетъ 

—Рр =9 
тд д произвольная постоянвая; но вслЪдетме предфльныхь урав- 
ненй (5) 9=0, а потому выфемъ 
э—Рр=0 
По ветавлеши въ это уравнене выфсто ди Р равныхь имъ ве- 
зичивъ и по искаючени рёфшеня у-- 0, какъ не имфющаго мфета, 
найдем, что 
Эр? 
= та 7 
Ур 7) 


Означая чрезъ {- произвольную постоянную, инбемъ 
=== | ы =“ [8 у У р 


Вставляя выфето оу его Оу изъ уравнения (7), получимъ 
Е) 2" 1 


п Г Р-р 
сафдовательно . 
= 2—1. 
ое ® 
Полагая 
1 Г’ $ 
а 1 РЕД-ИЯ 09) 
виразамь хин узъ 960, (059, 68126, 00529 и 5. Ио позоженю (10) 
-__ 22 —р' 
ЗИ р (633 = НР. 


ноэтому 
85° : о 
у ар р т р. в = 258049 = 
— 2690.28" 4 — 2686 (1 — 0828) 
или 
у= пн (11) 
_ = 0—7) 1 
2 1% я ртр 
— —24 058.3 Соз* р — — 06581 = 0039) 
вл 


+ р= 20089 + 08) = 20 + 1 + 60828) 


Если положим [==с-+ $, то буденъ амфть 
с—5 — 20056 + (0898) {12) 


Этими уравневями {11} и (12) воспользуемся при доказательетв®, 
зто искомая кривзз есть гапоциклонда, а также при опредфлени 
знака второй взр!ащи къ которой теперь и перейдемъ. 

Такъ какъ предфлы пътеграла и (1} не даны, то мы ве мо- 
женъ прямо пользоваться формулою [(78), 4-й 8 четвертой главы], 
з для опредёленя знака второй варащи 3% должны вывести ея 
зыражене. 

На основави формулы (4) первой заращи би и на основаши 
урзаненй (5) п (6), тотъ выволъ, поередетвомь котораго полу- 
чаетея формула [{(12), 1-й $ четвертой главы] приводить къ зак- 
зючен!ю, что вараща 5% равна 


еы = еле р} [ыы (23) 
ы х 


ТФ 


р, ЯР 4 
[в Ве мт] 9 
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Чтобы получить такое выражеве второй варадш 6%, которое 

служило бы дла опредфленя знака этой вари би, положимъ 
бу= (15) 

ТАВ {— произвольная функщя втъ 2, а С есть фунвкщя отЪ 2, опре- 
дёзнемая по формул [{80), 4-й $ четвертой главы]. Въ данномъ 
случаБ величина у, какь саздуетъ изъ уракненйй (7) и (8), содер- 
жить одну только произвольную постоянную $, которая получается 
отъ ивтегрированя главваго уравненя {6), поэтому 
4 
Е? 
Посгаваия въ равенство (14) выфсто бу его величину, опредфаяе- 
мую формулою (15), найдем, ето т преобразованя, поередствомъ 
которыхь въ 1-мъ $ четвертой главы изъ формулы (48) полу. 
зается формула (51), приведутъ выражеще # (14) къ такому: 


Г=ь (16) 


ат, @ 
, а) арта 
> 47 2 Е: 
& потому, такъ какъ 
@&_@9 таг, 
Р-р — Тр ав, 


то 
ы 
ми [а _ арт  [АР/ау 1аЁ, 
2и==/ 2.\(0—Рр} аа 44 — т ар „а 
я, =, 2, 
17) 
Поховимъ иё время для удобства письма 
—Рр= Ш 
имфемъ 
=, =. 
[2ез во= [бззт Го а гор + а) 
ыл Л 
18) 


Тань какъ уравнеше 77 = 0 дифференцируемо по д а по произ- 
зольному поетоявному 1, то 
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=. =, 
То | ‚т 
42 а — 
Если примеыь во зыямаНе этв уразненя и если во вторую часть 


равенства (18) выфсто варащи Су поетавомъ ез величину, опре- 
двляемную формулою (15), то получимъ 


=. 
[2 = ты, 


Е Е 
но 
ЧР „2—6, 
4 б-р 
поэтому 
ты 2—6, 
[= А(— Рь} -Р Р Ре 25 
= 
съ другой стороны 
ЯР _ 2р-—6р 


Заз 
поэтому, инфа въ виду, что 


я. Е Е Е: 


- ь ь Н 
[= [28 [= [ва 


2» 
ЧР. г р —6 2" 
В 


ы 2, 


получимъ, что 


р 62 


Такимъ образомъ во второй части равенства (17) два первые члена 
ззанмно уничтожаютел, поэтому вторак варащя 53 равна 


та 
2 В 
2и= чета Е 


ый 


Сдлаемь въ интеграш в второй части этаго равенства преобразоваше 
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перемфнной х на ©, имя въ виду, что р и 910 Е — 
и принимая во внимаве, зто. а ЧТ, ЧТ „Че 
ое пронииа и Г 
и что 6, и 6, суть предфльныя значения 9, соотететвующия 2, и х,; 
тогда получныъ 


и —= 


3} Ги _ таг, ]* 
[9 тм 5] @ 
Ио по форнуламъ (11) и (12) 

ум (250 — Ззуы я 41 Вы 09) оби 


в (бб 528) 28т : бы вы р 


98 
повтому 
ры 8 ( 9 
Я“ 5 543) х 
и 5 2) гаи таг, 1: 
би—4 [5 ти | в (19) 


Е 9 
бе в (193) 
. 


та . 
Остается выразить дробь тя функщиа отъ 0; для этаго, какь 


похазываеть формуза (16) слфдуеть найти прововодвую 9. Чрезъ 


исключене р изъ уравневй (7) я (8) получимъ зависимость между 

ун =, которая выразится уравнешемъ въ конечной форыф такого 
4у [о 0 

вида у-=ф (2—1, отд де; р=— [2 $; поэтому по 


форнуаВ (16) 
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сабдовательно 
1 а 
4% 5 


Поставляя эту величину дроби 9 въ равенство (19) получинъ 


„2 . 0 Г. 
бе (3-3) .. , 
и 4 РАЗНЫЕ: .[-— 2 ый # (20) 


Е 8* ‚0:14 98 
930.0 (1-ч 2) 
й 
Изъ этой формулы (20) прямо сяБдуеть, что вторая варащя $*и 
сохравяеть величину конечную п положительную для вефхъ зна- 


чей 0 между © на; а потому, при предёлахь ивтеграла # (1) 

соотвЁтетвующимь тзыъ значенямъ 9, которыхь разность не 60- 
2 . 

мез п, фуньща у оть,х, опредфляемая уравневныии (7) я (8), 


иди (11) и (12) обращаеть интеграль и (1), а нотому и инте- 


=. 
з 
пра [1 Ях въ пипюит при условш, что предфльвыя зна- 
Е “ 
зева у ниЗютЪ данныя 
у величины, соотвЪтетву- 


ющы 2, их, и что ны 
етъ мфето уравнеше (3). 
Теперь докажемъ сл5- 
дующее свойство яско- 
мой кривой, опредфляе- 

= мой уравнешями (7) и 


\ . (8) или (11) и (12).Исжо- 


мая кривая есть зипо- 

циклоида, у которой ра- 
< дусь катящелося круз 
—__—— равенз одной трети 
рафуса — неподвижно 
пруча. 


Черт. м, 
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Пусть (зерт. 14) Си К будуть центры пеподвижнаго я. катя- 
щагося круга, ви В ихь радусы, изъ которыхъ а>6; пусть Р 
ихъ точка прикосновеня, №--дважущаялся точка, производящая 
типоцикзоиду, 4— ея намазьное положеше. По способу происхож- 
дея кривой дуга АР равна дуг РМ, такъ что, если уголъ АСР, 
означимь чрезъ 0, а уголь РАМ чрезь $, то а3 = фз. Отневемь 
кривую къ прямоугольнымь воординатамь, ьоторыхь начало въ 
точь 0, оев х идеть по. направленно 0.4С, осЕ у къ ней перпен- 
дикузярна. Провея КР и ММ -периендикуаярны къ 00, а МЫ 
параллельно оен п положив 00==е, ОМ==х, ММ==у, находимт, 
что СМ=с—х== 00 -+- ОМ, но Од = (5) 60%, РУ= МТ-= 
8 (МКТ МКР == = —2— ОКР (5 э) ФЕ, 
ехфловалельно (МКЛ) (08(0—9) == Соз(2—8); поэтому в— = 


(а 8) 0650 + 6008$ —8) == {@—5) 098 + 50 [5 3] ; но тавъ 


ф 
кавъ в=36 то с-— х == 220080 + 600820 т.е. уравнеше (12). 
у= МУ= КР—КГ, во КР- (в—5)5%8, КЁ —Ь055(МКР) 


во» ( 15) $9 (0 — э) = 69 ($ — 8), поэтому 


у био а Ббньзи | " ,], во такъ 
какъ а—З6,то у==2550 + 6520 т. е. ураввеше (11). 

Изъ доказаннаго намп свойетва искомой кривой и изъ тВхъ зна- 
ченй 0, при которыхъ вторая варащя $% (20) лыфеть конечную 
и положительную величину вытекаеть такое сяздетые. Когда про- 
изводащая гипоциклонду точка пройлеть по окружности неподвиж- 


ваго круга дугу, равную 2 ат, катящёйся кругъ. совершать полный 


оборотъ и производящая кривую точка опишеть одну цаую вЪтвь 
типоцикаондя, поэтому, такъ какь значения 09, при которыхь вто- 
рая варашя 6% (20) сохранаеть конечную п положительную ве. 


2 ^ 
хизнну, заключаются между 0 изт, то искомая кривая, образую- 


щаз поверхность нанменьшато сопротяздены, должна быть ве бо- 
лфе одной цВлой вбтви гипоцикзоиды, у которой ращуеъ катя- 
щаго круга равенъ одной трети рамуса неподвижнаго вруга. 
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Множатель а, также 6, и 8, -предфльныя зваченя 0, соотвЪт- 
. , 


3 
ствующя предфламъ потирая [1 @т, при которхъ этотъ 
5 

интеграл инфетъ дпиш,—по данному объему Ки по у, и у, 
давнымъ предфльнымь значешамь у, соотвЪтетвующинь @, и 8, 
опредфляется такямъ образомъ. 

На основан уравненй (7) п (8) набденъ, что объемъ # ра- 
зеръ 


я [45 б-р 66 бр о] 
ен АА} 1) 


Ветавляя въ уравнене (7) выбето у и р сперва у, п р,, по- 
томъ у, пр, получимъ два уравневя 


эр. о" 9) 


РО ау 


Изъ трехъ уравневй (21) н (22) опредфляется хр, ир,, 8 изъ 
уравненй 


р 8. пр в 
2. — 95 п р. = 5 
опредфаатса 0, и@,. Найденныя предбльных значения 0, ид, хозжвы 
2 
быть таковы, чтобы разность вхт не была боле 3", ТАБЪ вакъ 


вторая заращя 5% (20) пиуфеть конечатю и положительную 
величину только при тхь зваченяхь 8, которыя заключаются 


между 0 п р =. 


ОТДЬЛЪ ВТОРОЙ 


(Задачи относительно шахипша и изойшаю двойваго интеграла) 


Задача подъ № 23. Найти абоодлютный тбийтитя двоицио 
интеграла и . 


а" — оеау-н бт) 2+ Забху; въ 


65 воторонз, под знамоиь | 


этой функции а я 6 величины постоянный 
Въ случаБ абеолютиаго шахиипт: наи дишииощ двойнаго ивте- 


трала, въ которомь функция подъ знакомъ | не содержить част- 


выхъ производныхь 210 хиу какъ слёдуеть изъ формул [(63), 

7-й $ третьей главы] главное уравненше будеть №-=0, а предёль- 
5» ЕД 

ныя уравнешя такая: / Ф=0 я ] 1—0. Рьшешемъ уравнейя 


№—0 опредьявтея 2, какъ функшя оть д и у; вставляя эту вели- 
чину 2 вь уравнеше о-==0, будемъ зыфть уравнеще, служащее 
дан опредфленя предЪяовъ интеграла, какъ относительно у, такъ 
и отноентельно 2; тогда в прехфжьныя уравненя будуть удовле- 
творены. Вторая варашя 6%и будеть инфть выражеше: 


2 


в 

д 

[ [ ДЕ ({2в'ауах 
Ра | 


Е 


— 358 — 


котораго знакъ, опредфляемый злакомъ р зи будеть служить т 3 


различен шахицию оть шийиош, 
Въ данномъ случа интеграль # равенъ 


2. ': 
и [ыы а 
зд м ий 
© —а'6*— 22ау-+ д 2 Забу (2) 


При фунеци ©, опредфлаемой формулою (2), уравеше №=0 
будеть такое 
2— (а) =0 
откуда 
а=ау+ вх (3) 
Вставляя эту функцию 2 въ уравнене о == 0, получаыь тавое 
‘уравнене 
9$ — пу — О 
хоторое даеть 


та а 
у У, у Ум, дна, = а 


При этихъ предблажь ивтеграла и (1) и ири фуньши #, опре- 
дёднемой формулою (3), интеграль # (1) имфетъь абеолютный шйщ- 


аъ — 2. 
Ш, таь хак; 


Задача подъ № 24. Найти = функцию от и у, обра- 
чцаюишую 63 талии или тбюфтит интераль и 
р 2. а 
"- | [ди @ 
т, й 


95 которомз, под знаком [ол ру 5 0 этой фоны р в, 


а= 4 ‚ при савдующемь услови относительно предъловь инте“ 


зрала и (1) и предюльныхь значенй искомой фунтии 2: 1) 1, ит, — 
23 
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‚Футь данных предьльныя значея 2, 2) у, и у, предъльныя зна- 
ченя у, какь функцая сте х— тия: ут, 4—1 3) 8, ив — 
яредьльныя значенёя 2, соотеътетвующея у, 1 лу; даются знака: 
8. == 31-54 В А=-На, 10% а— каков `узодно: количество, мезави- 
симое отв у и 1? 

Велблетые даннаго усховя относительно предфловъ интеграла 
% (1) и прехфльныхь значен! (исвомой функщи д, а такие на осно- 
зани формулы [(61) 7-й $ третьей главы] варады фи равна 


ыы ГГЕ (=) он) © 


2 


ТАВЪ как 
р 4 
№М=0 = Е 
ы УР’ утка ы 
'Ирвравыивая нулю ‘варнайю ‘$! найдемь, что главное уравнене 
иризедется къ тахому 


4% — Эра + ро (#) 
тд 
4 # 42 
"2 “а "ая 
Оби ивтеграль уравней:я (4), какъ извфетно; такой 
у==2(8) У) (5) 


тд $(8) в (2) произвольных фунвщи отъ а, дая опредьлень ко- 
черыхь служить данное усломе относительно предфловь интегра- 
ла и (1) к предёльныгь -значенй искомой: фувены д. На основаии 
этого услошя изъ уравневя (5) получимъ дез уравнешя. 
„2, — а==(а,— а) (е.)-к Зе.) — (ва — а) = (в — а) (а) Иа) 
ДБ произвольные функ фи { холжны быть таковы, чтобы 
каждое изъ этихь двухъ уравненй имфло мфето при воякомъ 2, 
ЗВовтому, Нобтавиие 2 выфето’ 2, въ первое’ вы бтихь ‘днуевурев- 
ненй и вывето 2, во второе изъ нихъ, будемъ имЪть два уравнения 
#—в=@— '4)3() = 348) в — тад-@- — «и м 
Зоторыя дают 
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92} =—2 =: -фа 
° Ветавляя эта величины, 9@) н {2 вь уравнеше $), поли 


г ито ужа -т@ . 
откуда ле да" то г еле Единая 
= у-- 2 на. ` (6) 
. ВЫражен!е вуорой варощи 3*и мы позучимъ на онорави фор- 
муз“ (87), (88) и (89); 5-й 8 четвертой главы]. ° 
По формуламъ (6) и [(89), 5-й $ четвертой глаяы) 


> еь: ан 
а Шотону по вый [(88), '5-й $ четвертой главы] ^^“ 
48 28 ти 

=, „= РВ 


Прянимая во внинзн!е эту ведичины т,, т,, и имфя въ виду, 
яго по форыул$ (3) 


аР_ а аР_ 40 
2 ре уртне’ 9 > 
24 99 ры 


тТАУРОНИ" № ФРУ 
найдемъ, что по формузв [(87), 5-й $ четвертой тлазь] $2и равна 
9 9 


= ] [еек ‚(= а г @) 


в’ , р 
7 5 

пойти 

такъ какъ услове (и 
ар ау \9 

(7) приводить. къ заключенно, что 23и сохраидеть величину хонеч- 
ную и притомъ положительную или отрицательную, смотря потому, 
будеть ли радикахь УРЕНТ: взать со знакомь + цлн. — Тавимъ 
‹образомъ функция 2, опредвляензя, формулою (6} при данвомъ усло- 
зи итносительно ея предбльныхь значешй и предфловъ интеграла 
и (1), будеть обращать этотъ интеграть в5 ионоит иди въ 

23* 


}: >90 выполнаетея, то формула 
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‚вахроци, смотря потому будеть ди г радикаль Ут р звать со 
“Знаком + или = 


Задача подъ № 25. Найти г такую функ отв о в у, 
которая обращаете её тинтнию двойной интетралв э 


= ЭР-Й ой Гы 2 4 
| ‚| дм, мо, 2 = 9= 2%.) 


при услобы, что даны предълы интешола какз д, и п, относи- 
знельно 2, знак у, в у, относительно у; причем 2 и т, опре 
дъленныя предвльныя значеня 2, у 2т, у==- 24? 

Сотлаено съ принатымъ обозначешемъ по формул (1) 


№М=оРЕР+У 9=4, (2) 


потому, такъ кокъ зелвдетье даннаго условя. относительно пре- 
Ябловь интеграла‘ (1) варацуи презбльныхь значен! д и у рав- 
вы нудю, то; по форыулв [(61), 7-й $ третьей главы] 


ви -Г / [ (2-+у Е] вах 1 т [ое (3) 
ы ” __ @__ 4 Ре 
"ая 


Приравнизая нулю варацно #ы (3) получимъ главное уравнеше 
т+:—=0 (4) 


и два предфльныхь уравненя 


Е . у: 
/ [-в--) Е] = '/ [ет Е] =0 (5) 
„оби витегразь урзвнен!я (4), какь извЪетно, тахой , в 
2—0 Им) о 
в 7 и (№) провзвольныя фувеши 


.в 
а М=уня, М=у--я (1) 
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Взавъ частныя ироизводныя отъ 2 по х и у позучных: 
2, ы 
—ам' ам’ ам‘ ам , 
Если вотавимъ эта величины ри 4 въ уравнены (5), полагая 
дла краткости. 


Ы 


ЕО ЕЛ 
м, |м=о д, и-=|м-=- 2—9. 


(8) 
м уе», ) == ав 
дет ЗН 
то уравнены (5) привводятел къ таким: ,, 
. оные 9 
ето (9) 


. 5 ИА дз $ 
—{@-—9 ам =— +9 ак 
Ивъэтихь уравненй (9) произвольныя фувкци $(М) и‘ (м) 
опред аяются весьма просто помоную разложеншя каждой изъ нихъ 
35 Таль по форныв Мавлорена. Пусть 


(Юва Ми Иа, М... +а,М”-+.. 
МКМ=ЕЬЬМ-ЬМ-Ь + .. (+, №-- 


хо т, 

уг ее Ида 
а, +236, М к За, М4 .. нп. М. = вЫ 
{ о: М: . 9) 
дЙ, 


4 4: 
, и печь... 1 


Ч Ветьваяи въ эти равенства выфсто М сперва М,, потомъ М;; & 
зывсто №Меперва №, почомъ №, и прявимая во внимзые формулы 
{8) получен 


: Баг 
ИС: 
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а а ыы . „что (2-58 +... 


и а 1 д За Пермь 


+. а, „(—1)" {2— акк... 


и =, +20, (2—4)2+-35,(9—дай--... нива" чи 
д ОИ 


й р =, +95, (—1) (2-59-35, ( тер 
=... (С-Ь" 


ам,’ ам, * ям" травнене (9), 
будемъ имбть два уравнешя: 


оон да, о-ва (де биыно .-- 
па о-ьдти"-ее. едва дн9в (2—буа-— } (1) 
а-я. нива 
‚ асре-унаслуе р И 
р =. кт ыжеы 0 «Ро 
=, (—12-+)--28,(— оу 9 
==. ‚виста ; 


+... 


Ветавляя эти величины 


Сравнене кооффищентовь ии Бове рабыйаь ыы собою 
степезахъь х хромв первой стелени въ каждомъ ивъ двухъ: ря 
зенствъ (11) и (12) даеть уравнева, хоторыхь общ видъ, если, 
поставивь +] умело и, будемъ полагать число зе равнайь нулю 
5, заждому изъ пфжыхь чиседь кром% 1, представится таЁ ми фор- 
муздии: 


о р"Ь, 0—0" и а" д а-д"+ 


с Ве пы ^ > - : 
ен, ы : Зы сбой и Тб / эбь 


то формулы {13) ириыуть такую форму: 
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2” ‘т, Старт 1 а бт(и--Паяу 
=" * 6 беби 1" Финна 
гаи, бовт-Т)—ф "+ мч, ца т--1о= 
=” Фи, Совби--1) "+ $, бита 

Сложене этйхь двухь равенствь приведеть въ такому 
пр аи Созбин-аа"+ Фи_ бодненИ а > 

изъ котораго сяфдуеть, зто у 


(14) 


т, а 
Вычитане разенствъ (14) приводить хъ такому 
Зри бт--Т = — 2" ТФ „бацтьТ)а 
изъ котораго са»дуетъ, что 


И 


„Два полученные результата да НЕ Я ба бы 
приводять къ заключению, что. въ равенствахь (10) веф ноэффя- 
центы радныс ную рома, иф,, когорые. опредфлятся изъ срав- 
лешя коэффицентовъ. при 7. первой стецшеви въ каждомъ ивЪ ра- 
венахеъ- (11).и (12), это сравнене даетъ таыя два уравненя; 

На, (2-4) 4-9, (2—4)*, да, (2-4, (2) * {45) 
Вычитате этихь разенствъ приводизф къ такому 
а, [(а-- (2 — 9] ==): +9] 
и9%- козораго сяфдуетъ; что 
а. =& 
Сложеше двухь равенствъ (15) приводить. къ такому 
За, [(2 + + (2—9) ] 44 =8(2—4)* + (2-+9*] 
Поставаяя въ это равенство—а, выФето $, найдемт, что 
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'Такимъ обравомъ нот 49 хають : 
| 4 4% 
и ам= зм аи зи 
откуда 


ми +в, И-М а 


тд с, и с, произвольных постоянный. 
Вставдяя эти величвны $(М) и (М) въ формузу (6) и пола- 
гая для краткости 
се =с 
будемъ имфть, зто 


а Чун - @9 


Нетрудно показать геометрическое значе- 
н!е уравиеня (16). Пусть (черт. 15} я, у,2— 
‚ прямбугольныя коордавазты, къ которымъ 
отневена поверхность, опредфляежая урав- 
невгенъ (16). Перемфнимь координаты =, 
4, 2, которыхь начало" въ точк® 0 из друмя: 
ху па, также прямоугольных, которых ` 
начало въ точь 0,, находящуюся на про- 
должени осн 2 на разстоянн 00, = отъ 
точки 0;`0сь 2, созпадаеть съ осью: 9; ось 
х, состааляеть съ осью; уголь 2,0,5 


т 
Чар, 45. равшый -_, тд6 к есть, отвошеше окруж- 
ности хЪ даметру; тогда зависимость между х, уу ян я, у, & 
выразится такими уравневями; 


ый 
#=а с, 2-м ум 17 
ууу ыы 
сли эти величины 2, %, 2 вставимъ въ уравнеше {16) то оно при- 
ведется къ такому 


я, 


22, = = 
4 


08) 
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Этб уравнене (18); изкъ изветно, веть уравнене лораболндас 
знипероболическаяо, у потораго, каждая изъ равныхъ полуосей, ныфетъ 


чиеаоЕую величину, равную 8. 4. 'Такимъ образомъ геометричееков: 


значен{е уравиенш {16) такое: уравнеше (16) веть уравнене. ла- 
раболояда гинерболичеекаго; сфчене его плоскостью, какъ иззЪ- 
стно, есть или прамзя хан, ваи гинербола, изи парабоза. Гвог. 
метрическое „значене даннаго усзошя относительно предёловь 
интеграза # (1) состонть БЪ томъ, что интеграль м (1) распро- 
странается яё площадь, ограниченную контуронъ А, АВВ, кото- 
раго двф стороны 4,4 и ВБ, составлаютъ части двухь ириныхъ, 
параляельныхь оси у в имфющахь уравнев1я;- 2—1, и #=1,; 
друйя дв стороны АВ и А, В, составляютъ части двугъ прамыгь, 
имфющихь уравнеыя у, = 25 и у, =— 22; 06% эти прямых АВ, 
А,В, проходать зрезь начало координать и одна ЯЗЬ нихъ во: 
ставлаегь съ осью д уголь, котораго тавгеноь равейз 2, а дру" 
тав съ осью 2 составаяеть уголъ,: котораго тангенсь равенъ-—2. 

Такъ какъ предбзы интеграла % (1) даны, то вторая варащия 
4% опредвлитея по формулань [(87), (88) и (89) 5-го 8 четер. 
той главы]. 

‚ На основании уравнены (16) а по форкухв 16). 
тра. лавы] 


< 


61 г 


Аа 


РА 


° Т=к. | 
= потоку по формула (88), 5 $3 четвертой лавы} р 
° __ 48” 482 р 
1 == : За а у ‹ о 


Праввыая во. выпнаше отд величины а И\, в нива въ виду, 
что во формулВ (2) 

м ом. с 
найдемъ, что по форыужВ [(87), 5 ы зетвертой главы] 


рые во 
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Эви формужа (19) приводить къ заключен, что вторая. варащя, 
З3инифоте»валицину конечную и. положительную, Тавниь обуйл: 
зомъ фувкия 2, опредфляемал уравнешемъ (16), выражающимь 
типерболичесв пераболоидь, обращаеть въ зишиопш двойной 
янтегралу (1), распространающ ся ‘на пхощадь. 4, АВ, В, к. 
тораго дю. стороны составкяють части: пряныху, инфющихь урав-. 
ке уе: ини, а друмя дв сторовы составляють часзи., 
примыхьу нифющихь уравневя у, =2 22 и у, ==-- 2%. 
Зихази шодъ. № 26. Дань двойной интезраль и 


2 й 
ое @ 
Е. : = . 
которм, 1095 знаком р. фуничия и, содержащая частныя` про. 
зеродныя отоной функц 2 во’ м у 


ав. 48 
2-м 


Що. = 
выражает часть оси г, заключающейся между началом прлмо- 


Зольныхь поорфинать 2, у, г и касатевьною плоскостью кз поверт- 
ности вв точнь у, у, 2, требуется кайти г—функии ото т и у 
змакою свойства, чтобы она обращала вз таздтит или паттит 
деойной интерале и (1) яри слъдующемг услойи относительно 
ео предъловз и иредтльныхе змаченй искомой функиги, г: 1) п, ит, 
суть данныя полотлипельныя предъльныя значешя 1, пзь которых 
2. 2) у, ц у прельния. значеня у даются тако: ут" У, 
„= 2; 8) в, и д данныя предъльныя значения # токя: я, = 
ия, = за К в % хам уюдно поличветва, незпемевныя ата а ур 

Везвдетые даннаго усдовы относительно предфловъ иятеграза # 
(1) и вредфльныхь значений искомой’ функции 2, вара бы по 
формужб [(61), 7-й $ третьей гхавы], равна 


-| .|| = —) дук 


} хо 2 


Тизъ кАкЪ 
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М3", РЫ Зи, Ч=— 34° . (2) 


то, приравнивая нузю варацию @и, будень иыфть такое раввене: 


орет и) 


э® ураввеше Удовлетворявтся прй двухв предиооженитьы: 


1) 2=0и 2} 5-8 ак, Но первоа. прехдодоженес 


не мбжеть быть ХОНуСТиМО, ТАКЪ КАЕЪ общ интеграть уравненя 
#=0 иди 2—5 ву = 0 есть такой 2 == (И), "который водерайнь 


одну только пуризвольную функщю отъ М = $, 8 насчеть одной 


тофьЕО этой фувёщИЕ (М) нельзя ‘удовлетворит данному услевь 
относительно предбловъ интеграла % (1) и предёльныхь значенй 
жскомой функии 2; поэтому уравне®, служащее для опредфленя 
искомой фунеци 2, такое: 


Уравнене (3), иредставленное въ такомъ видё’ 


ы ®-— @ 2 ф —=0^ 

а @ + = 

> уравнене съ чаетными препвводнымя- перваго порядка и бу- 
учи интегрируеко по обыквовенному способу, даеть 


= Ги, ых му, Г {— произвольнак функщя оть М 
: 1 } 
ли’ ° 


2—2 Мы 
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Это уравнеше есть уравнене съ частными производными перваго 
порядка относительно я; интегрируя его, получимъ 


вн эки) 2 М ® 


тд $(М) есть произвольная функщя оть М, 

. Произвольных фуными +(М) и {СМ) опредфляютез на основа- 
эм даннаго услошя относительно прехфловъ интеграль % (а 
прелфявныхь значен искомой фувкии #. Пусть Со болИ 


М, 
у = 
Выраженныя помощю этихь равенствъ 2, ил въ М, также 5, чт 
въ М, вставимь въ уравнеше (4), тогда позучимь два уравнения. 


кз ам= ммо-- фм ‘ео 


„М= я =, 2 =1% = М,; Ма, = = 


.м.= мкм) м, Аим) 


Деб произвольных функца ф к { дозввы быть таковы, чтобы 
каждое изъ этихь двухь уравненй ныфлзо бы мфето при вся- 
комъ М, а нотому поставляя М выфето М, въ перзое изъ этихъ 
двухь уравненй и М вифсто М, во второе изъ нихъ, будемъ имёть. 
два уравнен: 


ум мкм м) 


им мм) м м) 


которых дають 
ее уу ^^ т) 
тд р т 
6=2-—1 с,= 


Ветавляя эти величвны $(М) $(М) въ равнене (4, позучиыъ 


` ен $ (8) 
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Такъ вакъ предфаы интеграла # (Г) даны, то вторая варащя $ 
опредёлится по формуламъ [(87), (88) и (89), 5-го 5 четвертой 
тлавы]. у 

Фуньшю С въ данномъ случаБ опредфаииъ по формул [(88), 
‚5-й $ четвертой главы], полагая #, == 0, что при давныхь предф- 
`двжь интеграла возможно безь нарушены общности опредёабн!я 
знака второй заращи 2*%, такъ какъ # и ®, совершенно произ- 
вольныя количества, которыя при давныхь иредфяахь интеграла 
моженъ выбирать по усмотр®вю дла бозфе проетаго приведешя 
второй варащи $% къ такому виду, чтобы интеграль,” ее `вырз- 
щающИ, сохранять конечную велизину при данвыхь ‘его пред$- 
„лахъ. Выборъ обусловливается лишь тёмъ, чтобы въ функщю Ё 
входила по крайней „фр одна изъ производныхь & относитезьно 
какой нибудь изъ ироизвольныхь постознныхь. При #, = 6 фун- 
ка Г по форнузь [(88), 5-й $ четвертой гаавы], раваа 


Т=Ах 
а потому по формул [(89), 5 $ четвертой главы] 
д (т) 


и р ия ду 

-Такъ вакъ между значенями 4, на которых распространяется две- 

ный интеграль # (1), нЁёть такихь, которых были бы равны нужю, 

топ, ит, остаютея величинами конечными для вефхь вначе- 

эй уни х, на которыя распространяется данный интеграль % (1). 
По форнуай (2) 

8Р ‚ ЯР 2% в 89 


8" , а= &= а, = бо 
Ветавляя въ формулу [(87), 5- $ четвертой гхавы] эти вёличины 
г т 49 ` 
2 За’ аа’ 


& выф сто т, и с. „`иХЬ везичивЫ изъ форкры (7 найдемъ, что 
вторая зари $°ы равна 
и | 2, $ 


ВЫ 
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"Тань карь мета 1 Е: а, & сябковалежьно: и пнтеграль, 


зыражающй зторую варацио и (8) сохранають величилу ко- 
зечиую дия всфхъ значенй, 2 и у, на которыя раеуространяется 
этоть витеграль, то формула (8) приводить къ завшоченйю, что 
вторая. вращая иуфеть величину ‘положительную или отрицатеш- 
ную, смотря, потому, будеть ли ©— величина положительная аш 
отрицательная. Такямь образомь при давномъ условия отвобя- 
тежьно. дредёловь явтеграяа и (1) и предфльныхь значений фут 
ди г, опредфляемой уравповемь (6), —9та функц 25 будет 
_ращать интеграль & (1) въ шширит дла шахитат, смотря’ ‘по- 
тому, будеть ли положительною или отрицательною везичиною © 
„засть оби д ежду начахомъ прамоугозьныхь координать 2, у, 2 
. в. пзоскослью, квевтельвою къ поверхности, опредфляемой уравне- 
щемъ (6) въ тОЗЕБ 2, у, 2 
Задача подь № 27. Дан двойной интераль и 


и | | "Зуат т = = (2) 


я м 


6% которомь, под5 знапомь р функшия 9, содержащая частныя про- 
изббдных ‘искомой функши 2 поуих 


выражаете часть оть 2, заключающуюся между вачалонз прямо- 
Зпольныть координата т, у, 2 и касательною плоскостью кз поверх- 
ности ва точкт. т, у, а, требуется найти 2 функию от у шт 
пакою свойства, чтобы она обращала в5 тётатит линтезрале % а) 
при слдующеме условзй относительно ето предьловь и предъдьных 
значений искомой функц г: 1) т; и т,--суть данных предъльныя 
„значещя. вр кб! которекь т, >, 2х0, 8} прейъльныя аначешя, у 
даются чпаки: у 2-Н В, уха, 4% В и ана уюфно,о- 
анчества, независимыя оте у в 1, обусловаенныя лишь этьмз, что 
547221 4,8) рваных значе 9 д= *е 
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Велфдетые двинаго условя относительно предфловъ интеграла и 
{1) я предбльныхь значен!й искомой функщи 2, варащя би по 
формуль [(61), 7-й 5 трети главы] равна 


Такъ какь ` 
М=% Р=— 3, 9=— у @) 


то приравнивал нулю варащю $и получиыъ. уравнеше 


Зона у о 
4 ау 


или (3) 
38 —Зрл—Зау— 2-0 

тд 

„92 я 2 = @е 

78 — ду 
Уравнене (3), представленное въ такомъ видв 
а а) 
Зо + Вы в 


есть уравнеше а5 частнымв ирбизводными_ дерваго порядяз, и бу- 
дучи интегрируемо по об::-;новенному е10собу, даетъ 


о) МУ 
а $ (М) есть произвольнза фуньщя оть М. Это уравнеше, мо- 
веть быть предетавнено гаьЪ 

2—5 М) = реву 


в въ такомъ видф, оно есть ураннеше съ частными производными 
отерваго порядка; интегрируя его, будемъ имфть 


саньаа(М) ра) ив) 


тАБ $ (М) есть также произвольная функща отъ М. 
Произвольная функшая. (М) я {М) опредфлается ма основана 
давнаго усзовн относительно предфловь интеграла % (1) и пре 


` льннкя значенй искомой“ фунецие #7 Пусть 


— 955% — 
сома на об м 18. 
МЕ АЕ ро отра 2 = рт  1, 


ъ 
откуда 2 — Ш 


Еели въ уравнене (4) вставимъ сперва 2, вм$ёто 2, & выЪфсто 2 
его выражеше въ М,, потомъ 2, выфсто 2, & вмЪсто < его вы- 
ражеше въ М,, то будемъ имфть два уравнешя 


а 


ое ЧИ, ПКМ, 

м, — 

Да произвольныя о Фиф должны быть таковы, чтобы 
каждое изъ двухь посафдыихь уравненй имфло мфето при вся- 
вомъ М, а иотому поставивъ М выфето М, въ первое изъ этихь 
двухь уравненй, & выфсто М, во второе изъ нихь, получимъ два 
уравнешя 


а 


в.90М) „. 


О мм) 


которыя дають 
9(И) = в (М—\, ИМ) = 4«(М—1-* (5) 
тд . 
| 2116 _ 2% 
мии ы 
Всетавляя въ уравнеше (4) выБето $(М) и (М) ихъ величины изъ 
формулы ' (5), похучимъ 

я (я) + су)? о 


в, = ==, (6) 


Но формул% [(89), 5 $ четвертой главы] и на основанш формулы 
(7) функ Т равна 


сз г их = (у—2) +№ #2. 


Налет провавольныхь холичествь, ий, мы весы просто; при- 
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ведем вторую. варацию 6% къ такому виду, чтобы интеграль, ее 
выражающий, сохраняжь конечную величину пра,данномъ услови, 
относительно, предфловъ интеграла $ (1) и предбльныхь значенй 
искомой функщи #2, если похожвмь |=, и К,==е,, тогдь фуик- 
ця Г, будеть равна 


Г=а 
& по формул [(88), 5-й $ четвертой главы] 
485 [2 
пр аи а 8) 


Изь формуль (8) слЪдуеть, что количества ,, ит,, опредфаяеныя 
этими формулани (8) сохраняють величану конечную для всёхъ 
значенй у и 27, на воторыя распространяется интеграль % (1). 
По формулв (2) 
аР аР_ 49 _ 49 
о м 
Всетавлая въ формулу [{87), 5 $ четвертой главы] эти величаны 
ЯР ЧР __ 40, 48 
Фр’ др" аа’ 
& выбето т, и т,, ихъ вежичины изъ формулы (8), найденъ, что 
зторая варащи 6%ы равна 


== 


з сябхдовательно и пнтеграль, выражающ вторую варацию 6% (9) 
нывють конечную вежичину для вобхъ звачешй дя у, нвз кото- 
рыя распространяется этоть интеграль, то формула (9) пряводатъ 
жь заключено, что вторая варащя $*и ямфеть величину положи- 
тельную. Такимъ образомъ при даиномъ уелови относительно пре- 
двловъ интеграла и (1) и относительно предъьныхь значен фун- 
в/м 2, опредфляемой уравнешемъ (7), эта фуньтия 2 обращаеть 
интегралъ и (1) въ шиираш. 
24 
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Задача подъ № 28. Из 66015 динейчитыхь поверхностей 05 
управляющими плоскостями, — найти такую; которая имъяа’бы ча- 
именывую обличину при условфи, что двойной интеаль и, 


2, У , 
„= | еда» ‚Ул ГЫ @) 
2 9 . 
выражающий величину повертности, распространяется на площадь 
АВА, В, (черт. 16), офаниченную таклинь кон- 
туромь, котораю двь стороны АД, и ВВ,,. 
относиипельно прямоуюльныхе координать у и 
д, составанють части двуть прямыть; парал- 
дельныхь оси у и омъющихь ураёменя т, == @== 
==00 и х,—=01), а друия деъ стороны А, В, 
и АВ суть душ крум, имъницало раду В, 
а ценирь вё началь координата 

Такъ какъ предёлы интеграла и (1) давы, то на основаши фор- 

мулы [(61), 7-й 8 третьей главы] и волфдетые того, что 


9. 
Уре 


МИ=о,Р В [и] 


Ур” 


варащя бы равна 


Ё [< 9—2 —а + "| аафудх 
2.9, 


1+4): 
тв 


Приравнивах нулю варрацию би, будемъ имЁть гдавиое уравиене 


а арв ар о (8) 
и предфльныя 
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Ел 


[И 


Эта уравненя (3) и (4) сзужать для опредфаены искомой функ- 
цзи 2, которая должна быть ординатою одной изъ линейчатыхь 
поверхностей съ управляющими плоекоетямл. 

Взавъ пзобкость. лу за управляющую” плоскость, будемъ пить 
что уравненя прямой, образующей линейчатую поверхность, бу- 
дуть таЫя 

уже 9(4) {5) 
8—4) (в) 
ТАБ о---параметрь, измфнающиея еъ перемфною положен! пря- 
мой, образующей поверхность, в фи {ф— произвольных функц 
оть а. 
Уравневе (6) даетъ 
__ 4 @ 4 41 
Р-р 
Если подставимъ эти веллчивы риф въ предвальныя уравнены (4) 
и исключимъ, какъ неныфющее ифота, равенство 
% _ 
&= 


то предфльныя уразненя (4) приведутея къ такиыъ 


о 


9. РА 


«Чт 42 4х 
че) о [из) = ® 
Дяфференцироваше уравнев!я (5) даетъ 
4х 93 4х 42 4% 4» 
1 ду" "алау?0 а 
изъ этихъ уравнев!й нахолимъ, это 
2 19 В 
я ар 
х— йа т-— 4 
а „4 


Ветавляя эти величины = и 


@ 


въ уравнене (7) получимъ уравнеше 


24* 


изъ которыхь слдуеть, что я == у. Если же =, то уравнение (5) 


приводить въ закаюченно, что ф (о) =0, т. в. ярямая, обрааую- 
щая искомую поверхность, вроходитв чрез ось 2, которая м будеть 
я управаяющей. 
` Ес «=, то уравнене (6) даеть для частныхь производ- 
выть р, $ й. зи таыя величины: 
у 1 46 09 
Р=— г = Н с Ч. , 
44 у 1 94 1 


= = 


да вая МЕ 
Вставляя эти величины р, 9, т, зн $ въ уравиеше (3} и дфлая 
приведенше, получинъ 


. 
РЕ: 2 вт] —о 
[297 
или, такъ аль а, то 
= 


{а — 09] 
—=-= 


откудь 

4 _ с 

4х 1 
ТАЁ с произвольная постоянная, 

Интегрироване посяёднаго уравневя даетъ 
$ (2) = ста +в, 
ТАБ с, произвольная постоянная; вставляя эту величину (а) въ 
уравнене (6), будемъ нмЪть 
$ == све -+- с, 
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"Во при 2==0 и с=0, тавЪ какъ ‘прямая, обравующая искомую 
поверхность, при г==0 проходить чрезъ начало координать и 06 7, 
откуда слбдуеть, что произвольная постоянная с, равна нулю; по- 
этому искомая поверхность опредзаяется такииъ уравнешемь 


2— сту (7) (8) 


вохорфе и есть урёвнен:е внитовоё поверхности 

Тань вокъ предълы интеграла (1) девы, то вторая варщя и 
опредёлитея по формуламъ [(87), (88) в (89) 5-й $ четвертой 
тлавы]. , с 

По формул [(89), 5-й $ четвертой гаавы] и вз основав урав- 
неня (8). 

т=ь0 

Дан бозбе простаго приведен второй варащи $*% въ такому 
виду, чтобы интеграть, ее выражающ сохразяль конечную ве- 
личину при данвыхь его предвлахе, положимь 


& =6 
огда _ 
Т=в , 
в ‘иотому по формул [(88), 5-Е $ четвертой главы]. 
5—9 Вы, „ат @) 


Изъ формуль (9} слфлуеть, что при даннонъ усювш относЕтехьно 
прехбловь интеграла и (1) перемфниыя Та Т , опредбляемыя фор- 
мулами (9) остаются величинами конечными для воть ух 2, нА 
воторня распространаетея двойной ивтегразь м (1). 
Цо форжыв (2) | 
аР 1-49 @аР _ 48 __ 29 49 1-7. 
р Пр 9 (ие а ЧР 
Ветавляя въ формулу ((87), 5-Й $ четвертой главы] эти величины 
Е р —99 „20 
аа’ 
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а вифсто т, ит,, вхъ везичины изт формудъ (9), получим, что 
зараша 6*и равна . _ НЫ 


вн Пр : ан (- вы) 
И-не--г) 


 ® 


0) 
(в ,)(:- 91:)-+ 0-2 а) ам 


Фавь канъ т ит, а слёдовательно и пнтеграль, нырамаюауи 
вторую вармащоо 6% (10) сохранають величину конечную ‘для 
вебхь значен!й уп 2, на которыя распространается этоть инте- 
тралъ, притомь, такъ какъ услоне 


Е 49 %)> 


у ВИ . ар. 
зыпожняется, ® ироизводная р величина похожительная, то вё- 


рация 6*и (10) — тавже величина положительная. Такимъ обра- 
зомъ изъ вобхъ пинейчатыхь поверхностей съ унравляющими п2о- 
скостями, винтовая поверхность, опредёлаяемая уравнешемъ (8) 
имфеть наньеньшую величину при условми, что интеграль, выра- 
Жжающ ведичину новерхноети распространяется на площадь, огра- 
ниченную контуромъ, хотораго двф стороны, отноентельно прамо- 
утольныхь координать 2 и у, составтають части двухъ премыхь, 
паралхельныхь оси 9, & друга дв стороны суть дуги круга, имю- 
щаго цевтръ въ начал координатъ, у 1 

Задача подь Л 29. И ось поверхностей вращения, 'сд- 
держкащихь данный обземз и проходящие чрезь данную окружность, 
натодмиумюся вв плоскости, отетоящей ма данное разстояше от 
данной паоскости— найти такую, которая имтаа бы нашменьиило 
вели? 

Пусть поверхность отнесена къ прямоугояьнымь координатйнъ, 
изъ которыхь за ось # принята ось вращен!я, & данная плоскость 
за плоскость ху. Означимъ чрезъ м —интеграль, выражающ зе- 
зичину поверхности 
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28. @ 

“= | осо ье, 
=. 3 


8 чрезь %, озвачимъ интеграль, выражающий объемъ 


ГГ 
2 9 


Пусть рашусъ данной окружности есть данизя величина— и, тогда 
уравнене данной окружности будеть такое 


| у 

Этимъ уравнешень, какъ уравненГемъ круга, на площадь котораго 
распространяется каждый изъ двумъ внтегразовъ м, и %,, даются 
вакъ у, и у предфлы кажлаго изъ ивтеграловъ относитедьно у, 
закъ д; и х, предфаы каждаго изъ интеграловъ #, и 4 относя- 
чёльно 2. Вели чрезъ 2, и 2, означамъ прелёльныя значеня ясхо- 
мой функци 2, соотвфтетвующия 9,, 2, и у, 2, 10 9. =4, =, 
тд а ееть данное разстояне, ва которое плоскость даннаго круга 
отстоить отъ данной пзоскостя # 3. 

Данный вопросъ приводитея къ такому: Найтя шнишет ин- 
теграла % при данныхь его предфлахь и при усзювш, что дру- 
гой интеграль и, притфхь же данныхъ предфлахь вифеть данную 
величину 1, такъ что 

2. в 
| | ааа @) 


эп 


По сноеобу Эйлера такой отвоситезьный пушииш находится 
чрезь отыскане пишишат интеграла и 


2, 3: 
“— | „Годьбт, ржи УРЕРСЧЕ (2) 
я 9 
тдВ «— постоянный множитель, который долженз быть опредф- 
ленъ такь, чтобы имЪфль мфето уразнеше (1). Такъ какъ предблы 
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интеграла % (2) и предфльныя значены искомой функц # даны, 
то по формул [(61), 7-й 5 третьей глевы, вараня би равна 


= Г | (— р мы 9) 
я, 
Приравнивая нулю варецио би, будемь инЪть 
. аР_ 40 _ 
и в щ” 
вли : . 
8 4 
я — дар ди @ 
ТАЕЪ хАКЪ 
М=а,Р=-—Р 0 Е (5) 
уни УГниг 


"Велбдетые тот, что иевкомзя поверхновть дезжмва быяь одною язъ 
_певертностей вращемы, уравнене .(4) преобралуется. въ обыкио- 
земное -дифференцальное уравнене. Полагая 
ея 
получимь 
2 „49 42 д „9 3 _ 418 
ар ара ат фа" 
фт а’2 _Феху аа 


ар’ ау арт Фр 


Ветавляя въ уравиеше (4) эти величины р, 4, дай Да › 


81 1+ д" 1 } 
42° р Е а: -® 


Первый интеграль этаго уравненя такой 


получим 


=. +6 (6) 


тдь с--произвольная ‘постодвная. 
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- ^ "Во первая Чаефть уравнешя (6) обращается Въ нуль при’ = 0, 
`вавова бы ни была производная =. въ чем но трудно уббдитьва, 


ебзи предётаНимь первую часть уравнезня (9) тВБЪ 


Е 
(=) 


зПолагая въ ураанены (6) с=би аи опред @ 1 1ояу- 


откуда сяфдуеть, что с==0. 


чвмъ, что 


вятегрироване этаго ураяненши даетъ 
ие = В 
ия 
(6-я ну = В* (1) 
Уравнене (7) есть уравнене поверхности шара, котораго радусъ 
=?, а цёнерь находится нв оси я на разетони, равномъ с, 


оть качала координать. Данвый объемъ, равный {, какъ объемь 
сферическаго сегмента, чрезь Е, га и’с, выразится такъ: 


о т 
= 3 кВ’ 3 =Е*(е, —а) + 37. а} (8) 
Ветаваяя въ уравнеше (7) а вмфето # и соотвфтетвенно этому 
т? выБето 52° 9", получимъ уравненше 
(са "= {93) 
Уравненя (8) и (9) служать для опредфаеня разности 4—с.`н 
радусв В. Если будеть извфетнз разность а—с,, то при данной 
везичин® 4 найдется с, и положеше дентра шара будеть опре- 
дьлено. Еели будеть извветень рашусь А, то будеть нзвфетва 


2 
везичтна постодннаго множителя а, ТАБЪ ЕАЕЪ & = т. 
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Такь хекь предъзы интеграла и (2) и предваьлыя значешя 
искомой фунящи 2 даны, то вторая вараща 8% опредвлится по 
формуланъ [(87), `{88)'и (89); 5-й 5. четвертой главы}. 

По формул [(89), 5-й 3 четвертой тдавы] и нз оспованя урав 
вен (7) опредфляющаго искомую фувкию # 


Т=й 
а потому по форму2ь [(88), 5-й 8 четвертой гзавы] 
42 _ 988 


р я— бу 


Зетавляя эти елАЧиНЫ хи ИТ, 5Ъ формулу [(87), 5-Й $ четвер- 
той главы], получамь 


| ] [ее ыы О ан ао % 


# 
По фориуламъ (5) , 
4Р ни! 4Р_ 40 
- @ уткрчанр+а)’ 9 
м 989 __ 1-е 
УТРО)’ 44 утни-фа-р--и) 
“Изъ этихъ поражен, = т озвяуеть, что услове 
аР 90 (аР 
чи (щ) > 
-выпозняется и что пронзводния величина положительная, и по- 


тому формула (10) приводитф къ заключению, что вторая вара- 
щ126 (10) величина конечная и положительная ддя воъхъ значевй 
уни <, вв которы распростравяется интеграль, выражающий эту 


*) Въ захачф похъь №№ 94 п 99, такше какъодо № 1 втораз варащя 
опредфленнаго изтеграла: из первой его вартащи выводится непосредственно 
безъ помощи тфхь преобразоваый, зоторый азложены въ первохь $ чет- 
зертой главы, 
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вторую варацио д%и (10). Такиыъ образомь изъ вефхь поверх- 
ностей вращены, огранючивающихь данный объемъ и прохода- 
щихъ чрезъ данную окружность, находащуюся въ плоекости, от 
стоящей ыа давное разстояне отъ данной плоскости, поверхность 
тара обладаеть тёмь свойствомъ, что иметь нанменьшую ве- 
зичину. 

Задача подъ № 30. Найти 2 такую бро отв учт, 
„чобы овойной интераль и, 


2 Ул @ а 
и— „ГавеуР-т, ей 
я у 
имъаь талитит или тбтиит и выъоть сз ттьмз, чтобы двойной 
зиитералз и, 
=, 9. 
= | Се ве пдбиах 
Ве 
сохраняаь данную величину 1, такь что 
| д 
= ] || пе--одании |) 
#, ЕД 
при слъдующень услоби относительно предтьловь каждао изь им- 
тетраловз и и и, и предъльмыхь значенй ‘искомой фунюши 2: 
1) 1, ч в, — данный предьльныя значеная х, 2) у, и у, — дамныя 
24 В, 


._ ; [ № Л 
предльныя значення у—такёя: у, эр и=— 12+, 


0%, в 1, данных величины, изъ которыть #,/>, 20, 6.и а— 
кавя уюдно количества, независимых отз у в 2, 3} 2, и 2, —пре- 
фьльныя эначешя 2 даются двумя уравненаями предъльныхх пл0- 
костей 


8, = ал-+ у, 2, == 2х - Ву , (2) 


Рьшеше даннаго вопроса по способу Эйлера, приводитез къ оты- 
скАНШЮ шахиаци пли пушной внтеграза и 


2 У 
= [| [и отурчеч-ь-ы.. 
& я за 
ЗАВ 4 поетоНеныЫй мнозЯтель, орон тёжь, ‘чтобы! бо 
удовлетворено уравнеше (1). 
Гри данном» ‘услови относительно предёзовь интегрьла % ® 
и предфльныхь значен искомой фувкщи я, ‘мо фермухВ (61), 
7-й $ третьей главы] заращя фи равна 


и 


а 9, 
Приравнивая ‘нулю вар!ащию ди, получимъ главное урававве 
а4Р_ 49 
м ж7%= 


хоторое служить для опредёлея искомой фуйкщи # и которое 
волфдетые того, что 


и РР р. 4 4 
“, рее’ Ч урки © 
приводитев къ такому 
Ч“— 28 + рф = За(р*+9' {5) 
Г... 
48, 9% чо 
= дз 8 = ВЫ ам 
Интегрироване уравненя (5) по ся$60бу МонйХ деть: 
а В 
О О ето {6) 


ЖЕ ри -— проазвольныя функц. 

` ЧНоверхиоеть, опрехфяяемая уравнешемъ (6}, будучи отнесено 
въ прямоугольнымь коордвнатамь х, у, #, есть кольцеобразиая 
‘поверхность, производимая кругомъ раауеа 5 „ остающимея при 


своемъ движеши параллезьнымь плоскости 29. Ея чрез ЪЯ ии 
означимъ перемфнныя координаты центра, то будешь ВыЪть 


— 381 — 
=, =, С=е ©) 
Частных производныя ря 4 предетавятея такъ: 
2-+ $(2) 


= ры + Ув)’ 


(8) 
р у— 3%) — 
а) + у-- 9 

На основани даннаго условя, относительно предёвовъ ннте- 
трала % (3) и предфльныхь значенй искомой функщи #2, опредё- 
ляютея произвольныя фувкщи $(2) и (2). 

Если продифференцеруемь каждое изъ уравненй (2) по =, то, 
принимая во вниманю предфльныя значешя у, придемь къ закзю- 
зеню, что полная производная по г каждаго изъ предфльныхь 
значеши 2, равна нулю, волфдстые чего равенства 


Дуо Де 


приводятся КЪ ТЗБНЫТ: 
26—44, = 0 в М, —244, = 0 
Если въ ти в уравнешя выфето р,, 4, р, и 4, вотавииь тё 
ихъ величины, которыя хадуть формулы (8), то будемь ныфть 
уравненше 


2—5 = (в) За Ка.) ву = 5) ва) — (9) 
изъ уравнен! (2) похучимъ 
2—8 ›__20,— 
за 7-8 


Встааляя эти величины у и < въ уравнеше (9), будемь ныть 


ти) И и дак) 


аа) ЗА) ое) К) 


Дв проазводьныя фувкщя $(2) и (5) дозжвы быть таковы, чтобы 
хаждое изъ этихъ двухь уравненй, имфло ифето при везкомъ 4; 
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уботому, поетавивь 2 внЪото яя #, в5 каждое изъ нихь, будемъ 
мыть два уравяеня 


(2—6) 
3 


ое — 


= 2%9(#)—в} (8) 
хоторыя даютъ 
== 


или полагвя для краткости 


Фолл 
 Вонцилов эти величаны $(2) и $2} въ уразнеше (6) и (7), полу- 
чимъ ташя два уравненя 
а ус 
< - (10) 
Яо, це е,а, = 
Послвдия два изъ этихь уравнешй (10) показывають, что ди- 
на, которую описываеть центръ движущагося круга, ееть прямая, 
наклонная къ плоскости 2у, значить поверхность, проязводимая 
движущимъ кругомъ, есть поверхность наклоннаго цилиндра съ 
круговымъ основзнемъ. 
Ветаваяя въ уравнеше (2} выфсто у его предфльныя значения, 
получимъ, что 
2, =, и а, = № 
поэтому, ветавляя въ первое изъ уравнев!й (10) выъсто 2, у, из 
сперва х., у, и №, потомъ 2, у ий и принявъ во вниман, 


что а =— г иб-=— ра „ полузимъ два уравнен!а, которыя выЪ- 
36, 8с, 


ств съ уравнешемъ (1) будуть служить для опредбиевя ю,с, и 6+ 
Такъ какъ предълы интеграза # (3) н иредЪльныя вначеня иско- 
мой функщи # язны, то вторая вара $5 сирехьчитея но фор- 
муланъ [(87), (88) и {89), 5-й $ четвертой главы]. . 
По форнузь [(89), 5-й 5 четвертой глазы] и на осно г 
ваго изъ уразненй (10), опрехфлающаго искомую фуныйю # 
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42 2[(е к оз)ь, + (уч са)*,] 
= 42, сь ыы &. — @= с. 5, @- вн, 


Насчеть произвольныхь постоянныхь й, и , мы весьма просто 
привелемь вторую варёщю $ къ такому зиху, чтобы питеграль, 
ее выражаюний при данномь услови относительно предёловъ 
иятеграла % (3) и предфльныхь зназенй янекомой функц 2, ©0- 
храняль конечную ведичину, есён похожимь 

В = в, =— ©, 


тогда . 
= 
& потому по формул [(88), 5-Й $ четрертой главы] 
432 48 ; 
и Хо (11) 


Изь давнаго условя относительно предфловъ интеграла м (3) 
в’ предёхъьвыхь значенй искомой функция 2, слФдуеть, что 2 не- 
обращаетея въ нуль ни при одномъ изъ значенй д и у, на во- 
торыя распространяется знтеграть и (3), а первое изъ уравие- 
в!й (10) приводить кЪ заключентю, что при данномъ уенови отно- 
сительно предбловъ нвтеграяа % (3) и предёльныхь значений!” 
искомой функщия 2, кавдал изъ частныхь производных р и 4`ве 
обращается въ со для везхъ значейй уп, на которыя распро- 
стразяется интеграль & (3), а лотому дая вебхе тёхъ ше значе-’ 
уно, количества т,, и -.., опредфляемья формулами (11) 
остаются везичинами конезиния. 

Шо формул5 (4) 


аР_ а аР_ 80 м 
Уре’ № — оО)’ 
44 _ 2" 


ар 9") 


Ветавдая въ формулу [(87), 5-й $ четвертой гаавы] эти величины 
аР аР =" 40 
ЧМ 


мулы м, Ь рамы, что вторая зараща 6*и равна 


а а выЪсто т,, и т, ихъ величины изъ фор- 
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м ] ни ЕТ +9) а =) 
— с — ва) (“ — =) — 


2" | 4; у ] 

= г) | дудх 
УР-Е(р+-г) ы 

4з _р 988 

Такъ какъ перенфниыя-„.—*, $2 и а 

интеграль, ныражаюций вторую варацю. 6% (12) сохраняють зе- 

пичину копечную для вехь эваченй у яз, на воторыя распростра- 


49 


вяетеп этотъь интеграть, и такЪ какь слоне 92—(< |е)>° 
трах, У Ча м 


(3) 


— а сяЪдовательно и 


выполняется, то вторая варацы $ (12) будеть величвна позо- 
жительная иди отрицательная, смотря потому, будеть ли радикаль 
У кеты ззать 60 знакомъ + изи —. Такимъ образомь при дан- 
номъ услови относительно предфловъ каждаго изъ интегралов %, 
и и, и предфльныхь звачевй искомой фунацщи 2, а также пра 
томъ услови, чтобы инфло мФето уравнеюе (1), функщя 2, опре- 
дВляемая первымъ изъ уравнешй (10) обращаеть въ шНшиа 
иут. шахшиии интеграль %, смотря потому, будеть ли рахикахь 
Уре ввять со внакомь + ва —. 


ОТДЪЬЛЪ ТРЕТИЙ 


(задачи отвоснтельво нитегрируемости). 


Задача подъ № 31. Найти услобе необходимое и доста 


зиочное для тоо, чтобы дифференщальное выразкеше 
о 20а уе у -- ху’ в 5" у (1) 
30% 
> У 9 
ад я 


было ‘интегрируено по т; в в5 случаю, если этому условно удовлет- 
ворлета данное дифференшальное выражеще % (1), то найти ею 
‘чеипераль? 
По формудВ [(83), 11-й 8 третьей гдавы] услоше интегрируе- 
мости въ данномъ случа выражается равенствомъ 
аР, ИР, 4?Р, 
п в 


которое есть тождество, такъ какъ 
4 , С: 4 
= ду у У, Р, — думу 1,Р. ду" т, 
% _ 
Р, = "=? 


аР, 4:Р, @°Р, 
ПВ ау, В = 0 =0 


@х 
Отвуха слфдуеть, что даниое дафференщальное инражеше © (1) 
25 
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ееть производная по хоть функщи м, которая найдется по фор- 
музамъ [(85) и (89), 11-й $ третьей главы]. 
По форнулв [(85), 11-й $ третьей главы] 


ФЫ—=2у, Ч=— 2, Па 


поэтому по формул [(89), 11-й 8 третьей главы] будемъ имфть 
1 1 1 
в [аа вера [зу [ао учу 
6 5 5 


тд с проязвольная постознивя 
Задача подъ № 32. Найти услойе необходимое и доста- 
точное для то, чтобы дифференщальное выражене 9 


0+ бур Оаау + Зуй у + ны". @) 
2» ` = 
9% „94 ’ 42 „_ 4 
а 1 
было интаерируено по т, № в случь, если этому условно удовле- 
творяеть данное дифферениальное выражене т (1), то найти во 
интерала? 
По формул [(90) и (91), 11-й $ третьей главы] усхове инте- 
трируемости въ данномъ случа выражается двумя равенотвами 


аР, ‚ФР, 49, _ 4%, 
№ др т =0и м др = Ч о 
изъ которыхь каждое есть тождество, такъ какъ 
ыы О де ие", р = 1 р а, 
@у ву р 
4 Га & 
И, = 3у-+ 2, ©, = 1, 0, = ‚= 
а. 4:Р_ 40 
ОА у ву, ео 


Откуда сябдуеть, что данное дифференальное выражене 9 (1) 
есть произзодная по х оть функци м, которая найдется но. фор- 
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муламъ [(92) в (94), 11-й $ третьей главы]. По формул 92, 
11-Ё $ третьей глаяы] 


Фы= 2, и, = 9, = 
Поэтому пло формул [(94}, 11-й 5 третьей главы] 


1 1 1 
в ==2 | 40 + | 274 2 [уе [м дн+ Элуанау с 
5 5 6 


тд с—произвольная постоянная 
Задача подъ № 33. Найти услойе необтодимое в доста- 
точное для толо, чтобы дифференщальное выраженще у 


= ау утв 2луу" 3” зу" [63] 


@у 
Ут 


1% 
у 


было интефируемо два раза по одной и той же переминной т, 
1% 65 случать, если этому условйо удовлетворяеть данное дифферен- 
збальное выразкене т, то найти ео интерал? 

По формуль [(83), 11-й $ третьей главы] и по формухь {(96}, 
12-н $ третьей главы] услове интегрируемости въ данномь слу- 
зав выражаете: двумя равенетвами 


аР, -®Р, ЯР, 4 а & 4 4 


а в 2 3 


9 ду” аду" — ы 


№ 


изъ которыхь каждое есть тождество, такъ какъ 


5-9, 
ит р Ей 
миа = Ву + у", = а ау’ 22", 
р и орду ддт о 


28° 
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Откуда слдуеть, что данное дифференщальное зыражеше т (1) 
есть вторая производная о х оть фунющн м, опредфаяемой по 
язвъетной формуль 

4=% |} ода [нь (2) 
въ которой каждый изъ интеграловъ Гоа и И охах находится по 
формулам [(85) п (89), 11-й $ третъей главы]. Котда будемъ на- 
ходить [ ибт, инфя въ виду, что функци, подъ знавомъ | веть 
данное дифференщальное выражеше о (1), тогда по формулВ 
{(85), 11-й $ третьей главы] 


Ф—=2у--22у Ч = 299 +1, П=х 
& потому по формул [(89), 11-й $ третьей тлавы | 


1 1 
[мы [ш | Еву се ии 


1 
неруезе--у дук у д" 
8 


тдВ © — произвольная постоянная 
2] сад == 2 дут + 2а'уу + ду 2" + (3) 
Когда будемъ находать 7 тах, ниЪфя въ виду, что функща подь 


знаком 7 › есть данное дифференщальное выражеше о (1), уйно- 
женное ина 2, тогда по формул [(85), 11-й $ третьей глазы] 


Фо, у, пы 
& потому по формуль [(89), 11-й $ третьей главы] 
1 1 
„ровен [адеч туз [ум - 
[1 6 
1 


| ау” + уу 5 ау нс, 
о 


тд ©,- произвольная постоянная. 
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Вставияя въ формулу (2) величины интеграловъ 2 [час в [12092 
изъ формуль (3) я (4), будемь имёть 


МЕН Ду У +2 С, 


Задача подъ № 34. Найти услофе интерируемости ва» 
рации плавной функий? 
Слёдуя Гамяльтону, главною функщею назызають интеграль 3 


ё 
з= [(п-- па (1) 
р . 


тд И есть функщя сиаъ, содержащая 2, у, 2 п # явнымъ обра- 
зомь, а функша Т равна 


1 [== +) | @ 


Пусть кавдая изъ координать 2, у, 2 выражается въ функци 
оть & и новыхь перемфнныхь 4,, 4, ...4„» ГДВ, ебаи чрезь М 
означимъ ч1с10 везхъь матеральныхь точекь системы, то п есть 
венкое цфлое число отъ ] до 3М. Вставляя эти выражешя т, у, 8 
въ Пи Т, будемь нызть тая фувеши П п Т, изъ которыхъ пер- 


т 


вая будеть функц отф Гид, авторая отв 19 в4’, г “4 


пратомъ Т будеть однородиая фувкды втораго порадка относи- 
тельно $’, такъ что 


|5 
ы 


ат 
=, а. 4. (3) 
На осковани формуды [(8), 2-8 $ второй главы] вара 68 


равна 
: 


В 
» = [в 28/5. «а 4.-= 


гаш.) 


4 
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Взять производную по # оть обоихъ частей равенства (4), `бу- 
хемъ имЪть 


ат 
РИ: ета] (мат) 
2- ы ии, -а и.) 


Изъ отаго (5) равенства яветвуеть, что вашащиа 68 будеть удов- 
летворять усзовю интегрируемости, если сумиа 


винт 

“аа, Ч, 99, 
будеть полною производною по & что невозможно, такъ какъ въ 
каждый членъ этой суммы входить множителемъ въ первой сте- 
пени только одна изъ варацщй 64, которыя всё между собою не- 
зазисимы и изъ котарыхь каждая есть совершенно произвольная 
фуньшя оть { волъдстые чего дз интегрируемости заращи 88 
„Ябобходеыо, чтобы Каждый членъ ТАКОЙ, БАКЪ 


. д, (1 ат) 
"\@, 4, #94» 
быль бы равенъ нулю, что даеть необходимое и достаточное 
уелоще интегрируемости вараци 55, выражаемое такимъ урав- 
нешемъ 


в, ат о (6) 


‘которое представляеть общ видъ уравненя двяженя и въ ко- 
торомъ и есть веакое цёлое число отъ 1 до ЗМ. 
Ееди уравнеше (6) пыфеть мФето, то равенство (4) приводитея 
хъ такому 
+ # 
= | (п 1) + / Ти, (1) 
44, 
\ ® 
хоторое и показываеть, что уравненя движевя составляють не- 
обходниое и достагочное услоше интегрируемоети варгали гаав- 
ной фуякши. Изъ равенства (7) вытекаютъ также свойства глав- 
ой фувкши, выраваемых равенствами 
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@ НЫ в_а Г 
. Г ты 1 

д [с О Ио ИИ 7 
(8) 


48 
тд д; выражаеть производную отъ $ по & ваятую так, какъ $ 


входить въ завно. Чтобы изъ урэвенетва (7) вывести равенетва (8) 
представимъ равенство (7) въ такомъ видЪ. Если чрезъ Аа, озна- 
чимъ полную варацио функди 4; то 


а, ат ат, 
Хоа, = оду. 44» — д.4 


но велвдетые формулы (3) 4. „==2Т, а потому 
т.т „=, га 4,—2Т& (9) 
Если вотавимъ эту величину Х„ я. 64, въ равенство (7) и при- 
в 


мемъ во ввимане, что 
+= 


4 д 
дви бы, „а. ^ Ч, +, я, 


то будемъ имфть равенство 


ыы 
ча - Е — 5, „| Ау, = 
[1 


ре 

Г ат 

=151- | В; -- —Х,/-- А 
й / Руа, м 


изъ котораго чрезь пряравниваше коэффищентовь при 56 и 49, 


получииь равенства (8) 
Задача подъ № 35. Найти услойе интеприруемости ва- 


‚маши характеристической функии? 
Сафдуя Гамильтону, характеристической функщею называють 


интеграль % 


в =| та . () 
% 
въ которонъ 
‚_1 9" "43: 
т => [.(% в) | {2) 
фувкщци 2, у, # связаны усзовнымъ уравнешемъ 
П—Т=А {3) 
з ихь варащи ураввешеиь 
&П-—8Т = 8 (4) 


тдБ П есть функшя сязь отъ 2, у, 2, ие содержащая # явнымъ 
образомъ, # и 6 произвольныя постоянаня. 

Пусть каждая изъ коордивать х, у, 2 выражается въ функщи 
отъ м, новыхь перемфнныхъ 4,, 1,...9,, ГДЪ, еели М есть число 
вевхь матеральныхь зочекь системы, то я есть велкое цвлое 
число оть 1 до ЗМ. Ветавлая эти выраженя т, у, # въ М и Т, 
будемъ ныфть таыя дрв функции И и Т, язъ которыхь каждая не 
содержить { явнымь образомъ, П-—фуньща силь отъ 9„, а Т— 
функция оть Ч. и 9’, ГВ 4', = м, притомъ Т будеть одиород- 
ная функция 2-го порядка относитезьно {„ так что 

аг 
=, (5) 
ад’. 1 


Пусть 2 нёкоторая фунющя отъ &, которую мы вводимь въ вы- 
числеше, имфя въ виду опредфлить ее такъ, какъ найдемъ нуж- 
нымъ дяя боле удобнаго вывода услошя интегрируежости вара- 
щв характеристической функци. Велёдетые уравнен! (3) и (4) 
# + 
ди—8 й. ата = | [ат + 2% (0—1) (6) 
ъ ь 


поэтому, если по формуль [(18), 2-Й $ второй главы] возьмемъ 
варащию интеграла 
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‚т: $ 
[ет + 2 (пт) Ш 
ъ 
то услове янтегрируемости варащи харавтеристачеекой функщи 


будеть такое же, какъ уехове интегрируемости вараци фм (6), 
предетавленной въ такомъ видЪ: 


кар. з[ а 4» 
ю 


а [«- 


—А8 — 


такь какъ 


о 
[ить =, Дп-т-ю =0 я (8 = [2% 
% 
Если возьмемъ производную по # отъ обоихъ чаетей равенства ( 7) 
то получимь равенство 


, ат 
й _ аи 2 [а-эата. — Ав } 
а 


« 
ат 
аа) 4" 
лм, [19 и. и-+а-эм — “е-эы]} 
которое приводится къ такому: 


мати ча за зи. | А} 
Е 


и — 
„= а| а = 
неа 


— 394%. — 


такъ какъ веегда возможно фувкщю » опредфлить такъ, чтобы 
насчеть ея имфло мфето урвянене 


ат 
ай [2—2 а. ] о (10) 
2-9 р 


й й 

Вов ЗМ варяц $9, связаны между собою однимъ только услов- 
нымъ уравненемъ (4), которому мы удовлетворимъ насчеть одной 
только варадуг $4, тогда вез остальных варащи $4,, 4... -на- 
ходящяся въ сумыЪ 


будуть между собою независвмы; изъ равенства же (9) аветвуеть, 
что вараща бы будеть удоваетворать условю интегрируемости, 
есан сумыа 


а [65| 


= аа 
Уз, а Эа, я 
= 


будеть полною проазводною по $, что невозможно, тзьЪ какЪ въ 
каждый членъ этой суммы входить множителемъ въ первой сте- 
пени одна только взъ зарашй 64,, 4,... которыя между собою 
независныы и изъ которыхъ каждая есть совершенно произволь- 
ная функшя оть &, вежфдетые чего дла интегрируемоств вар!а- 
ши $ необходимо чтобы каждый член такой, какъ 


& 
а | 

ап ат 4, 

Зи, (1 а. + (1—=) вв“ } Г 
что дветъ уравнешя такого вида 
аг 

84| 1—5) | 

а аа) ат [ Ч о (11) 


44, 94» & 


вЪ которыхь я есть венкое цЁлое число ОТБ в = до я=3М. 


— 35 — 
ВехВдетые уравнен!й (10) и {11} равенство (7) приводатса къ 
такому 


$ - [мы -в [0—5 = | $4,—А8 (12) 


Откуда слдуегь, что необходимое и достаточное услоше инте- 
грируемости вараци 6% составляють уравнев, когорыхъ оби 
видъ такой 


ат 
у 48| (1. 
Е Сы =0 аз) 


и вь которыхь п есть цёлое число отъ 1 до 3. 
1 
Остаетен доказать, что я == з. 


Если уравнешя (13) по уявожеши ихъ соотвфтственно на 
сложимъ, то сдфлать приведеше я принавъ во внимаве, что 
ап @г 
Ид» получиыь 


4—2 
м 
а потому 
(т == с (14) 


ТА с-—произвольная постояннёя. 

Относительно произвольнаго постояннаго с возможно только 
два предноложен!я: 1} с= Фи 2} с есть величина, отличная оть 
‘ну. Докажемъ, что при каждомъ изъ этахь двухъ предположе- 


на «= . Есхи с==0, то формула (14) прямо приводить къ 


й 1 в . 
заключению, что я==-.. Вен с не равно нузю, то всябдетые 
уравненя (3) формуза (14) даеть двз равенства 


д 1 баб 
= 2—1) 
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Если продифференцеруемъ каждое пзъ этихь равенетаъ по 4, и 
вела означимъ чрезь Т’, позную производаую Т по 9,„, имя въ 
виду, что Т есть функция оть 4, и{,„,а проюзводная ‹/„ можеть 
быть разсматриваема какь функщя отъ 7„ то будемъ имфть 
ап 
ЕАСИ 
д, 9 9, ЭП 


с 


откуда 


ап 
а, — т = {15) 
Такъ какъ функця Т не содержать { явнымъ образомъ, то 
ат ат 
аг = "За. 44, = Хы. 4, 
дан 
аг 
а [: я 4, | 
Ш; Ч "а, ” аат 
и С 


Это равенство велёдетые форыулы (3) приводится въ такому 


ааг аг 
ат 


Мат, Ч, 
откуда 

‚„ — Чат _ 4 

„ФТ, 94. 


Вставлан это выражене Г’, въ уравнения (16) получимъ уравиен!е 
ап аг_ ааг 
а. я. —#вщ.= о {16) 
въ которыхь ® есть всякое цзлое число оть 1 до ЗМ. 
Изъ уравнений (16) возьмемь два: одно съ показателем и, хру- 
тое съ показателемь у 
ап, ат_ аа ом, ат аа |] 
9, 6. Я @, 9, 4947, 
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Вычтя второе изъ этихъ р уравненй умноженное на -_-- = ‚ взЪ 
* 


перваго унноженнаго я и. › позучимъ 


ап ат ап ат 
4..7, а 
и пи, паз _ пап 
4,41, 0,47, Фа’, 24,4, 
Также точно изъ уравиенй (13) возьмемъ два: одно съ показате- 
денъ п, другое съ показателень у ; 


И. 
. ап 
“ад, * —щ, й 


в 0 
Вычтя второе изъ этехъ двухъ уравневй, умножевное на м. 
ы * 


ат 
изъ перваго, умноженнаго на и.’ получимъ 


пи в м 
4,94, м, 4, 1— 
жи та аа пам + (в) 


в.а. а.ат, аа,“ „а, 
Изъ сравневыя формуль (17) и (18). сабдуеть, за 1 о 
худа = 1. Если в=1, то уравневя (13) приводатея къ урав- 
ненямъ движены. Такинъ образомъ уравнея движен с0стаз- 
лаютъ необходимое и достаточное услове интегрируемости ва- 
Наши характеристической функции. 
Изъь равенетва (12) вытекають свойства -характеристической 
фрикци, выражаемыя равенствани 
р 
аз аи _ ат 


ща д. | 0) 
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Чтобы эти равенства (19) вывеств изъ равенства (22), дадимъ 
второй‘части этого равенетва (12) другую форыу, которую поху“ 


чимъ, поставляя вифето А и сумы У, и. $4, равныя имъ 


вехичины. Но форнул* (8) при & =-—, будемъ имфть, зто А, 


т ы 
а по формужь (9), выведенной въ залачЬ, подъь № 34, сумма 
вт 1 
2,2(1—а)- > и а =, равна 
„21 —) уу. 04, пр а Р 


зат. м. м, = ый. 44,— 91% 


Ветавляя выЪсто А и суммы Х„2(1—а) ря аа, равныя имъ ве- 
в 
зичины въ равенство (12) и принниая во внимаше, что 
= 


4и фи. 
$ —= А+ Е, м. = | 1 
5 % “аа, Ч "аа. Ч» 
Вохучвыь суЪдующее разеяство 


т, А+ 


ат 
У, я. А9` 
изъ вотораго чрезъь ириравнизаше коэффищентовь при 6% и 44, 
бужемь ныть равенства (19). 


10 


46 


10 


22 


10 


ЗАМЪЧЕННЫЯ ОПЕЧАТКИ, 


„Натечетано: 


Должно быть. 


у=#0) 


-5 
Тани» образомъ будемь низль 


Согласво съ такими данными пре- 
АЬлани интеграла 

8 

у 

изъ дашныть предфловъ интеграла 
данные предфлы интеграла 

данные предёаы интеграла 

(#—2) перемфаныхь нетегрированм 
изъ чисав (т-—1) 

изъ данныхь предёзовъ интеграла 
при ханныхь прелфлахъь интеграла 
хавнымъ предфлаиъ интеграла, 
(@"—2) перемфнныхь интегрирована 
взъ числа (и—1) 


пра ланныхь предёзахь интеграза, 


при давныхь прехёхахь явтеграа 


ВИ 
3 ные дев. 


х + -1 
Тавимзобразомъ полагая Е(Х,5-=У, 
бухемъ нифть 

Соглаено съ прехёлаии #-вратнаго 
опредфленнаго нитеграла 

9 

изъ предфловъ $ вратиаго опред%- 
деннаго интеграла 

предфлы ; кратнаго опредъзеннаго 
интетрала 

предёлы 1 вратнаго опредфлениаго 
интеграла 

{{—2) перемённыхь везависимыть 
изъ чнеза (5—1) 

изъ предфловъ { вратяаго опредф- 
леннаго ивтеграла 

при предфлахь $ вратнаго опрехф- 
девнаго нитеграла 

презфламъ $ кратнаго опредфлениаго 
ивтетрала, 

(—2} перемфяныхь независимых» 
изъ числа (2—1) 

при предфлать ; вратнаго опредё- 
деннаго интеграла 

при предфлахь  кратнаго опредф- 
хеннаго интеграла 
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'Напечатано. 


12 
11 


18 
10 


ввубольшую величину 


махлина 
получимь 


во формув [(3) $ 1 первой главы] 
=. =. 


ь ь 
- | ух 5. = |Рае... би 


=, Ел 


получемь 


исвлючииъ 
Звишене оканчивается 


сумикрованю 3 
8) 
09) 


наабольшую илн навиеньшуию вехя- 
зиву = 
ахплит мхи пнооата. . 
3050 жинъ 
ЯР 
Фь. 
Вь залачВ подъ №2 
т 
1=а и 


ть. 0 2 


[<] а (6) $ 1 первой ре 


9= [ах 8.= ‘ах. бъ= 


Я + 


х, 


позучииь, ныфя въ виду ‘Формулы 
{8) эъ задачв поль № 37 
иснлючимь помощю уравневя (21) 
движеше по израболв ОКА овая- 
зивается 

суммирован!е по $ 

<) 

(8) 


